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ÍNDICE GENERAL 


Capítulo 1 


Funciones integrables en R” 


Sean A un subconjunto acotado de R”, y f : A — R una función 
acotada. Sea R = [a1,bi] X ... X [an, bn] un rectángulo que contenga a A. 
Siempre puede suponerse gue f está definida en todo el rectángulo R, ex- 
tendiéndola si es necesario por f(x) = 0 para z € R\ A. Sea P una partición 
de R obtenida mediante el procedimiento de dividir cada intervalo [a;, b;] 
en mi +1 puntos t = a < << = = bi y formar los mima...Mp 
subrectángulos 

Ra = [tho thaal] x e X ER xl, 
donde a = (j1, j2,- Jn), con 0 < ji S Mi, y 1 < i < n. En lo sucesivo, 
siempre consideraremos particiones de rectángulos obtenidas de esta manera. 

Nótese que P podría definirse como 


P= P} x... x P” = {1} x.x Lin 0 < jk SM1 k< n}, 


donde I; = lti, tal, y cada P’ = {5 :0 < j < mi} es una partición del 
lado [a;,b;] del rectángulo R. 

Definimos el volumen de un rectángulo R = [a1, b1] X ... X [an, bn] como 
el producto de las longitudes de sus lados, 


v(R) = (bı — a1) (b2 — a2)...(bn — An). 
Observación 1.1 Si P es una partición de un rectángulo R, entonces 
v(R)= Y v(Q). 
QEP 


Como f está acotada en R, podemos considerar el supremo y el ínfimo de f 
sobre cada subrectángulo Q de una partición P de R, y denotamos 


m(f,Q) = mk f(x): £ € Q}, M(f,Q) = sup{ f (zx) : x E€ Q}. 
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Dada una partición P de R se define la suma inferior de f para P como 


L(f,P) = Y m(f,Q)u(Q), 


QEP 


donde la suma se hace sobre todos los subrectángulos © de la partición P, 
y análogamente se define 


U(f,P) = Y 7 M(f,Q)u(Q) 


QEP 
como la suma superior de f para P. 
Observación 1.2 Para toda partición P se tiene que L(f, P) < U(f, P). 


Sean P y P’ particiones de un rectángulo R. Se dice que P’ es más fina que 
P (y escribiremos P" > P) si cada subrectángulo de P" está contenido en 
algún subrectángulo de P. Esto equivale a decir que todo subrectángulo de 
P tiene una partición formada por subrectángulos de P’. 


Lema 1.3 Si P' es más fina que P entonces 
L(f, P) < L(f,P'), mientras que U(f, P) > U(f, P’). 


La demostración de este lema se deja como ejercicio. Basta notar que el 
ínfimo de f sobre un rectángulo es menor o igual que el ínfimo de f sobre 
cualquier subrectángulo suyo, y utilizar la observación 1.1. 

Estos hechos tienen como consecuencia el siguiente 


Lema 1.4 Si Pı y Po son particiones cualesquiera de un rectángulo R, en- 
tonces 


L(f, Pi) < U(f, Pa), 


es decir, cualquier suma inferior es menor o igual que cualquier otra suma 
superior. 


Demostración: De acuerdo con las observaciones anteriores, si tomamos una 
partición P más fina que P) y que P> (esto siempre puede hacerse; ¿por 
qué?), se tiene que 














Por consiguiente, el conjunto de todas las sumas inferiores está acotado 
superiormente, y tiene un supremo, 


s = sup{ L( f, P) : P partición de R}. 


Análogamente, el conjunto de todas las sumas superiores está acotado infe- 
riormente, luego tiene un ínfimo, 


S = ínf{U (f, P) : P partición de R). 


Por el lema anterior, es claro que s < S. Al número s se le llama integral 
inferiorde f en A, y a S se le llama integral superior de f en A. Denotaremos 


estos números por 
=fr ys=f r 
ZA A 


Definición 1.5 Si S = s se dice que f es integrable (en el sentido de Rie- 
mann), y se define la integral de f sobre A como 


f f = supíL(f, P) : P partición de R} = ínf{U (f, P) : P partición de R). 

A 

Observación 1.6 Si f es integrable en A entonces, según la definición, 
UA, P)S | 1SU(P) 


para toda partición P de R, y además f af es el único número con esta 
propiedad. Es decir, si L(f, P) < a < U(f, P) para toda partición P de Ry 
f es integrable, entonces a = f KT: 


Notación La integral f4 f suele denotarse también por f4 f(x)dx, o in- 
cluso f... f4 f(21,..., En)dx1...dtn. Si A = [a,b] C R, f4 f suele escribirse 


como J f,o e Fede: 
Es fácil comprobar que la definición de integral no depende del rectángulo 


R > A considerado (de hecho, si R y R' son rectángulos que contienen a A 
entonces 


ínf{U (f, P) : P partición de R) = ínf{U (f, P”) : P’ partición de R), 


y análogamente para la integral inferior). 


A continuación damos un ejemplo de una función que es integrable, y 
otro de una función que no lo es; se deja al cuidado del lector la demostración 
de lo que se afirma. 
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Ejemplo 1.7 Sea f(x) = c una función constante definida sobre un rectán- 
gulo A de R”. Entonces f es integrable, y 


| =a 


Ejemplo 1.8 Sea A un rectángulo de R?, y f : A — R definida por 
l 1 sirzeQxQ; 


0 en otro caso. 


f(x) = 
Entonces f no es integrable en A. 


Para poder considerar más ejemplos y establecer las propiedades elemen- 
tales de la integral necesitaremos los dos teoremas siguientes. El primero es 
un sencillo criterio de integrabilidad. 


Teorema 1.9 (Criterio de integrabilidad de Riemann) Sea A un sub- 
conjunto acotado de R”, R un rectángulo que contiene a A, y f : A — R 
una función acotada (que se extiende a R poniendo f = 0 en R\ A). En- 
tonces, f es integrable si y sólo si para todo € > 0 existe una partición 
P =P. de R tal que 

U(f, P)-— L(f, P) <E. 


Demostración: Veamos primero que si f es integrable entonces satisface la 
condición de Riemann. Dado £ > 0, en vista de la definición de f af y de 
las propiedades de los supremos e ínfimos, existen particiones P) y Po de R 
tales que 


uP- jisi y | 1-46P0<; 


y por tanto, tomando una partición P más fina que P; y que P>, según el 
lema 1.3, se tiene 


E E 
UP- f tsi y |I-00PD<í 
A A 
lo que, sumando ambas desigualdades, nos dice que 


Recíprocamente, supongamos que f satisface la condición de Riemann. Sean 
S y s las integrales superior e inferior de f en A. Siempre es verdad que 


L(f,P) <s <S <U(f, P) 


para toda partición P de R. Veamos que ha de ser S = s y por tanto f es 
integrable. Bastará probar que S— s < e para todo € > 0. Pero esto es obvio 
a partir de la desigualdad anterior y de la condición de Riemann: dado € > 0 
existe una partición P, tal que U(f, P.) — L(f, P-) < e, y por tanto 





S — s < U(f, Pe) BY Pe) < €. 











El siguiente resultado caracteriza la integrabilidad de una función en 
términos del comportamiento de sus sumas de Riemann, y nos será muy útil 
más adelante para establecer ciertas propiedades de la integral (por ejemplo, 
que la suma de funciones integrables es integrable). 


Teorema 1.10 (de Darboux) En las mismas condiciones que el teorema 
anterior, f es integrable en A, con integral I, si y sólo si para todo € > 0 
existe un 9 > 0 tal que para cualquier partición P de R en subrectángulos 
Qı,- Qu cuyos lados sean menores o iguales que 0, y para cualesquiera 
11 E Q1,- TN E Qy, se tiene que 


N 
|X f(Q; -I <e. 
j=1 


De Da f(xj)v(©j) se dice que es una suma de Riemann para f asociada 
a la partición P. 


Demostración: En primer lugar veamos que si f satisface la condición de 
Darboux entonces es integrable, con integral /. Sean S y s las integrales 
superior e inferior de f respectivamente. Basta probar que S = s = I, o lo 
que es lo mismo, I < s < S < I. Veamos por ejemplo que S < I (el caso 
I < s se trata análogamente). A tal fin, es suficiente demostrar que, dado 
e > 0, existe una partición P de R tal que 


JU (f, P) — T| < €, 


y por tanto S < U(f, P) < I +e. Fijado e > 0, elijamos ô > 0 tal que si P 
es una partición de R en subrectángulos 1,..., Q y cuyos lados son menores 
o iguales que 0, y 11 € Q1,..., Ty E Qu, entonces 


N 


IN f(z; WQ; -I| < 


j=1 


NIM 


Por supuesto, podemos escoger los xj de modo que 


E 
|M(f,Q;)— f(x;)| < v(0)2N' 
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luego 
N N 
DD xj)v (Q5)| S ON P v(Q;) = 
y por tanto 
N N P- 
U(f, P)-I| < |U, P)-X FQ fle)v(0)-I < 3+3 == 
j=1 j=1 


que es lo que queríamos probar. 

Recíprocamente, supongamos que f es integrable, sea I = f af, y veamos 
que satisface la condición de Darboux. Para ello utilizaremos la siguiente 
propiedad, cuya demostración no es difícil y se deja como ejercicio para 
el lector (ver problemas 1.14 y 1.15): dados un rectángulo R de R”, una 
partición P de Ry € > 0, existe un ô > 0 tal que si P" es cualquier partición 
de R en subrectángulos cuyos lados son menores o iguales que 0, entonces la 
suma de los volúmenes de los subrectángulos de P’ que no están contenidos 
en algún subrectángulo de P es menor o igual que €. 

Como f es acotada, existe M > 0 tal que |f(1)] < M para todo x € R. Al 
ser f integrable, existen particiones P1 y Pz de R tales que I—L(f, P1) < e/2 
y U(f, P2)-I < e/2. Sea P una partición más fina que Pı y que P2. Entonces 
I—L(f,P)<e/2y U(f,P)— I < e/2. Por la propiedad mencionada antes, 
existe un ô > 0 tal que para toda partición P’ de R en subrectángulos cuyos 
lados son menores o iguales que ô, entonces la suma de los volúmenes de 
los subrectángulos de P” que no están contenidos en algún subrectángulo 
de P es menor o igual que €/2M. Sea P" = (Q;,..., Qn } una partición de 
R en subrectángulos cuyos lados son menores o iguales que ô. Denotemos 
(si es preciso reordenando los subrectángulos de la partición) por Q1,.... QK 
los subrectángulos de P” que están contenidos en algún subrectángulo de 
P, y sean Qk+1,..., Qu el resto. Entonces, para cualesquiera x; € Qj, j = 

., N, se tiene que 


N K N 

N FeR =Y fla)v(0)+ X Fel) < 
j=1 j=1 j=K+1 

U(f, P)+ M3 = U(f, P)+É <I+e. 


Análogamente se ve que 
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Juntando estas dos desigualdades obtenemos lo que queríamos: 














N 
IN f(Q; -I| <e. 
j=1 


El criterio de integrabilidad de Riemann permite deducir fácilmente- 
mente (ver problema 1.19) que cualquier función continua en un rectángulo 
R es integrable en R. Sin embargo, veremos un resultado mucho más general 
(teorema de Lebesgue) en el capítulo 3. 


Problemas 





11 Calcular e xdx directamente a partir de la definición. 


2 Probar el lema 1.3: Si P’ es una partición más fina que P entonces 





L(f,P) < L(f,P'), mientras que U(f, P) > U(f, P’). 





1.13 . 
existe una partición P de R tal que P es más fina que P; y que Ps. 
Indicación: Probar primero el resultado para un intervalo de la recta real. 
Después, en el caso general de un rectángulo R = [a1,b1] X ... X [an, bn] de 
R" si Pi = P} x... x PP y Po = Pl x... x Př, tómese P“ partición de [a;, bi] 
más fina que Pf y que PS; entonces P = Pt x... x P” es más fina que Pr y 
que Pa. 


1.14 Sea P una partición de un intervalo [a,b]. Dado e > 0, probar que 
existe 9 > 0 tal que si P" es cualquier partición de [a, b] en subintervalos cuyas 
longitudes son menores o iguales que d, entonces la suma de las longitudes 
de los subintervalos de P" que no están contenidos en algún subintervalo de 
P es menor o igual que e. 

Indicación: Tomar ô = €/N, donde N es el número de puntos de la 
partición P. 


1.15 Más en general, probar que, dados un rectángulo R de R”, una par- 
tición P de Ry € > 0, existe un ô > 0 tal que si P’ es cualquier partición 
de R en subrectángulos cuyos lados son menores o iguales que 0, entonces la 
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suma de los volúmenes de los subrectángulos de P’ que no están contenidos 
en algún subrectángulo de P es menor o igual que e. 

Indicación: Tomar ô = e/T, donde T es la suma total de las áreas de las 
caras de todos los subrectángulos de la partición P. 


1.16 Sean f,g : A —> R integrables. Supongamos que f > g sobre A. 


Probar que entonces 
red 
A A 


1.17 En particular, si A es un rectángulo y f : A —> R es integrable y 
está acotada superiormente por M e inferiormente por m, entonces 


mofa) < | f< MoA). 


1.18 Probar el siguiente teorema del valor medio integral: Si A es un 
rectángulo y f : A — R es continua, existe xo € A tal que 


J = Fea) 
A 


Indicación: Por el problema anterior, f(x1)v(A) < f4 f < f(x2)v(A), donde 
f(x1) y f(x2) son el mínimo y máximo absolutos de f sobre A. Utilizar 
entonces que f es continua y A es conexo. 


1.19 Sean A un rectángulo de R”, y f : A — R una función continua. 
Probar que f es integrable en A. 

Indicación: Al ser f continua, alcanza su máximo y mínimo sobre cada 
subrectángulo de una partición; además, puesto que A es compacto, f es 
uniformemente continua sobre A. Combinar estos dos hechos con el criterio 
de integrabilidad de Riemann para deducir el resultado. 


1.20 Sean A un rectángulo, y f : A —> R una función que es constante 
salvo quizás en una cantidad finita de puntos. Probar que f es integrable en 
A, y decir cuál es su integral. 


1.21 Sea f(x) = 1 para todo x € A. ¿Qué debería ser |, f? 


1.22 Sean A un rectángulo de R”, y f : A — R una función continua. 
Supongamos que f > 0 sobre A y que f a f = 0. Probar que entonces f = 0. 


1.23 Probar que si f : [a,b] — R es creciente (o decreciente) entonces es 
integrable en [a,b]. 


Capítulo 2 


Volumen y conjuntos de 
medida cero 


En la recta real normalmente las funciones se integran sobre intervalos. 
En R” es deseable poder considerar integrales de funciones sobre conjuntos 
más complicados que rectángulos. Sin embargo, no todo subconjunto de R” 
es adecuado para integrar funciones sobre él. De hecho, según la definición de 
integral dada en el capítulo anterior, una misma función puede ser integrable 
sobre un rectángulo y dejar de serlo en un subconjunto de ese rectángulo; 
ésto ocurre cuando la frontera de dicho subconjunto es demasiado grande. 
Por ejemplo, la función f(x) = 1 es integrable sobre [0, 1] x [0, 1], pero no lo 
es sobre A = ([0,1] x [0,1]) N (Q x Q). 

Por esta razón deberemos restringir la clase de conjuntos sobre los que 
podemos dar una definición razonable de integral. Esencialmente, lo que se le 
pedirá a un conjunto para poder integrar funciones sobre él de una manera 
adecuada es que su frontera no sea demasiado complicada ni demasiado 
grande. El objetivo de este capítulo, así como del siguiente, es hacer precisas 
estas ideas. 

En primer lugar definiremos cuándo un conjunto tiene volumen, y cuál 
es, en su caso. Ante todo debe advertirse que es imposible establecer una 
definición de volumen que sea válida para todo subconjunto de R* (o de R" 
en general). Lo mínimo que se le podría pedir a una tal definición es que la 
función de volumen fuera finitamente aditiva e invariante por movimientos 
rígidos. Es decir, si v(A) denota el volumen de un subconjunto A C R, la 
función v debería satisfacer que 
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para toda familia finita de conjuntos con volumen A1,..., Am que sean dis- 
juntos dos a dos (i.e. A; N A; = si i # j), y además 


v(f(A)) = v(A) 


para todo conjunto A con volumen y toda isometría afín f : R? — R?. 

El siguiente resultado, conocido popularmente como Paradoja de Ba- 
nach y Tarski, es uno de los teoremas más sorprendentes de la matemática, 
y prueba en particular que no puede encontrarse una definición coherente y 
satisfactoria de volumen susceptible de ser aplicada a cualquier conjunto de 
R3. Lo que nos dice este teorema es que podemos romper la bola unidad del 
espacio R“ en una cantidad finita de trozos disjuntos y, mediante movimien- 
tos rígidos (rotaciones más traslaciones), recomponer estos trozos de manera 
también disjunta para obtener dos bolas idénticas a la original. 


Teorema 2.1 (Banach-Tarski, 1932) Sea B la bola unidad de R*. Eris- 
ten cinco subconjuntos A1,..., A5 de B que forman una partición de B, es 
decir, B = UŽ 4 Az, con Ai N Aj = Ú sii £ j, y existen cinco movimientos 
rígidos f1,.. fs : R? — R? tales que 


2 


5 
Uña) = B= ÚAM), 
i=3 


i=1 
siendo los miembros de cada una de estas dos uniones disjuntos dos a dos. 


De hecho, este teorema es equivalente al siguiente resultado de apariencia 
más general. 


Teorema 2.2 (Banach-Tarski) Sean X e Y subconjuntos acotados y con 
interior no vacío de RÌ. Entonces existen una partición de X en subcon- 
juntos disjuntos dos a dos, X = Xı U ... U Xm, y movimientos rígidos 
fi: R? — R?, 1 <i <m, tales que los fi(Xi) son disjuntos dos a dos, y 


Por muy extraño que pueda parecer, este resultado, si bien contraviene el 
sentido común, no viola ninguna ley de la lógica o las matemáticas; sim- 
plemente nos indica que existen conjuntos tan patológicos que no pueden 
tener volumen. También podría decirse que la matemática es más rica que 
nuestra intuición de la realidad, pues alberga monstruos que repugnan al 
sentido común y que la razón puede apenas vislumbrar. 
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Una demostración relativamente elemental del teorema de Banach-Tarski 
puede encontrarse en el siguiente artículo: K. Stromberg, The Banach- Tarski 
paradox, American Mathematical Monthly, vol. 86 (1979) no. 3, p. 151-161. 

Por todo esto, ninguna teoría de la medida o de la integral puede ser 
lo suficientemente rica y coherente a la vez para dar cuenta de todos los 
subconjuntos del espacio R". Sólo podrá definirse medida, volumen o integral 
para determinados conjuntos o funciones. Hay diversas teorías de la medida 
y de la integral. En este curso nos concentraremos en la teoría de la integral 
de Riemann, que, si bien es menos general que la de Lebesgue, resulta más 
que suficiente para la mayoría de las aplicaciones. 

La definición de la integral de Riemann de una función estudiada en el 
primer capítulo lleva de modo natural a la siguiente definición de volumen. 
Recordemos que si A C R”, se define la función característica de A, 14 : 
R” — R, por 

1 sixzE A 


ta) 0 sir€ A. 


Definición 2.3 Se dice que A C R" tiene volumen si 14 es integrable; en 
este caso el volumen de A es el número 


= T Uai 


Nótese que, en principio, sólo si A es acotado tiene sentido hablar de la 
integrabilidad de 14. Obsérvese también que la región bajo la gráfica de 14 
es un cilindro de base A y altura 1. Cuando A es un subconjunto del plano 
R?, a v(A) se le llama el área de A, y cuando A C R, su longitud. A veces 
se dice A tiene contenido en lugar de tiene volumen, y de un conjunto con 
volumen también se dice que es medible Jordan. 


Definición 2.4 Se dice que A tiene volumen cero (o contenido cero) si tiene 
volumen y es v(A) =0. 


Proposición 2.5 Un conjunto A tiene volumen cero si y sólo si para todo 
e > 0 existe un recubrimiento finito de A por rectángulos Qı, ..., Qm tales 


que > =1 v(0;) < e. 


Demostración: Sea R un rectángulo que contenga a A. Sie >0 y v(A) =0, 
por definición de integral, existe una partición P de R en subrectángulos 
S1,. Sm tal que U(14, P) < e. Si denotamos por P la colección de to- 
dos los subrectángulos S; cuya intersección con A es no vacía, se tiene que 
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U(14, P) = > ep, Y(Q), y es claro que Po es un recubrimiento finito de A 
por rectángulos cuyos volúmenes suman menos que e. 

Recíprocamente, supóngase que para € > 0 dado existe un recubrimiento 
de A por rectángulos cuyos volúmenes suman menos que £. Sean V;,..., VM 
estos rectángulos. Para cada j = 1,..., M elijamos un du V; tal gue 
WC int(V;) y v(V;) < v(V;) + €/2 (de modo que Po U v(V, 5) < 2e). 

Sean ahora R un rectángulo que contenga a A, y "P una partición de R 
en subrectángulos Q tales que cada Q o bien está contenido en uno de los 
V; o bien se corta sólo en la frontera con algunos de los V; (esta partición P 
puede definirse utilizando todos los lados de los V;). Entonces es claro gue 


M 
ACWU“=Ue: QC Y, para algún j}, 


j=1 


M 
UlaP)= Y, vq)< X = Y v(V;) < 2e. 
i=l 


OEP:ONAZŮ OEP3j:0CV; 


Este argumento prueba que ínf{U (14, P’) : P' partición de R} < 0, es decir, 
la integral superior de 14 es menor o igual que cero, y como por otra parte 
la integral inferior de 14 es obviamente no negativa (puesto que 14 > 0), 
resulta que las integrales inferior y superior han de ser ambas iguales a cero. 
Es decir, 14 es integrable y su integral es cero, lo cual equivale a decir que 
A tiene volumen y v(A) = 0. 














Como veremos más adelante, muchas veces es útil poder considerar re- 
cubrimientos numerables (y no sólo finitos) por rectángulos. Esta idea da 
lugar a la definición de conjunto de medida cero, que en general no equivale 
a la de volumen cero, pero que sin embargo está estrechamente relacionada 
con ella (se verá que un conjunto A tiene volumen si y sólo si su frontera 
tiene medida cero: corolario 3.2 del capítulo siguiente). 


Definición 2.6 Un subconjunto A C R” se dice que tiene medida cero 
si para todo € > 0 existe una familia numerable o finita de rectángulos 


Q1, Q2, ... tales que 


Me 


ACIJQ;, y 


j=1 j 


v(Q;) < 


1 
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Debe hacerse notar que estas definiciones dependen del espacio ambiente en 
el que se trabaja. Por ejemplo, la recta real, considerada como un subcon- 
junto del plano R?, tiene medida cero, pero como subconjunto de R no tiene 
esta propiedad (ver el ejercicio 2.15). 


Observación 2.7 Todo conjunto de volumen cero tiene medida cero. El 
recíproco no es cierto, puesto que hay conjuntos de medida cero que no 
tienen volumen. Por ejemplo, A = [0, 1] NQ tiene medida cero (todo conjunto 
numerable tiene medida cero), y sin embargo no tiene volumen (su función 
característica no es integrable Riemann). No obstante, si A tiene volumen, 
entonces su volumen es cero si y sólo si tiene medida cero (ver problema 
2.19). También es fácil ver que si A es compacto entonces A tiene medida 
cero si y sólo si tiene volumen cero (problema 2.18). 


Observación 2.8 Si A tiene medida cero y B C A, entonces B tiene tam- 
bién medida cero. 


Es claro que la union finita de conjuntos de volumen cero tiene volumen cero. 
Una de las principales ventajas de poder considerar conjuntos de medida 
cero es que la unión numerable de conjuntos de medida cero tiene también 
medida cero (lo que no es cierto de los conjuntos de volumen cero, como 
prueba el ejemplo de la observación 2.7 anterior): 


Teorema 2.9 Sean 1 Aj)jex una familia numerable de conjuntos de medida 
cero en R”. Entonces su unión A = UA; tiene medida cero. 


Demostración: Sea € > 0. Como cada A; tiene medida cero, existe un re- 
cubrimiento numerable de A; por rectángulos B;;,j € N, tales que 


pS v(Bij) < loe 


j=1 


Entonces es claro gue la colección numerable de rectángulos formada por to- 
dos los B;;, i, j € N recubre la unión A = UA;, y las sumas de los volúmenes 
de todos los rectángulos B;j es menor o igual que e, ya que 
oo OO oo € 
E ua) - Dom) se. 


i jEN i=1 j=1 i= 


k 
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Problemas 


2.10 Probar que si £;,..., Ex tienen contenido cero en R" entonces Uj=1 E; 
también tiene contenido cero. 


2.11 Demostrar que si F tiene contenido cero en R” entonces su adherencia 
E también lo tiene. 


2.12 Supongamos que E C R" tiene medida cero. ¿Es cierto que su ad- 
herencia también tiene medida cero? 


2.13 Demostrar que en la definición de contenido cero y de medida cero 
pueden sustituirse los rectángulos cerrados por rectángulos abiertos. 


2.14 Demostrar también que pueden sustituirse los rectángulos por cubos 
en la definición de contenido cero y medida cero. 


2.15 Probar que la recta real, considerada como subconjunto del plano R?, 
tiene medida cero. 


2.16 Demostrar que un rectángulo no tiene medida cero. Concluir que si A 
tiene medida cero, entonces A tiene interior vacío. El recíproco no es cierto; 
ver el problema 2.21. 


2.17 Probar que si A es un conjunto con volumen y v(A) > 0 entonces A 
tiene interior no vacío. 


2.18 Probar que si A es un subconjunto compacto de R", entonces A tiene 
medida cero si y sólo si tiene volumen cero. 


2.19 Demostrar que si A tiene volumen entonces su volumen es cero si y 
sólo si A tiene medida cero. 


2.20 Sea C el conjunto de Cantor en R. Probar que C tiene medida cero. 
Por tanto, existen conjuntos no numerables que tienen medida cero. 


2.21 Existen compactos cuyo interior es vacío y que no tienen medida cero. 
De hecho, puede encontrarse un subconjunto compacto K del intervalo [0, 1] 
con esta propiedad. En particular K no tiene volumen, ya que todo conjunto 
con volumen cuyo interior sea vacío debe tener volumen cero. 
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Indicación: Modificar apropiadamente la construcción del conjunto de Can- 
tor (por ejemplo, dividir el intervalo unidad en cinco partes y quitar la del 
medio; dividir ahora en 5? = 25 partes cada uno de los dos intervalos ady- 
acentes al excluido, y eliminar la del medio. En cada paso multiplicar por 
cinco las subdivisiones del paso anterior y quitar el intervalo que queda en 
el medio de cada uno de los conservados en el paso precedente. Continuar el 
proceso indefinidamente). 


2.22 Existen abiertos que no tienen volumen. Utilizando el ejercicio an- 
terior, encontrar un subconjunto abierto del intervalo (0,1) que no tenga 
volumen. Ver también el problema 3.25 


2.23 Sean A C R” y f : A — R” una función Lipschitziana, es decir, 
If) — f(y)| < Mx — yl] para todo x,y € A. Probar que si E C A tiene 
medida cero (respectivamente, contenido cero), entonces f(E) también tiene 
medida cero (resp., contenido cero). 


2.24 Sean U un subconjunto abierto de R”, y f : U — R" una función 
de clase C1. Probar que si E C U tiene medida cero, entonces f(E) también 
tiene medida cero. 

Indicación: Expresar U como unión de compactos, y utilizar el hecho de que 
f es Lipschitz sobre cada uno de estos compactos y el ejercicio anterior para 
obtener el resultado. 


2.25 Demostrar que toda recta en R? y todo plano en R° tienen medida 
cero. 


2.26 Sea f : [a,b] — R una función integrable en [a,b]. Demostrar que su 
gráfica G(f) = f(x, f(£)) : x € [a,b]) tiene contenido cero en R?. Después, 
generalizar este resultado para funciones integrables sobre rectángulos de 
R”. 


2.27 Sea f : R” — R una función continua. Probar que su gráfica G(f) = 
{(x, f(x)) : © € R") tiene medida cero en R" x R = R"**. Indicación: 
Utilizar el ejercicio anterior. 


2.28 Sea y : [a,b] — R? una curva de clase C1. Probar que la imagen de 
y tiene contenido cero. 


2.29 Sean U un abierto de R”, y g : U — R” una aplicación de clase C?, 
con m < n. Probar que entonces g(U) tiene siempre medida cero en R”. 
Indicación: considerar R"* como subespacio de R”, y aplicar apropiadamente 
el problema 2.24. 
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Capítulo 3 


El teorema de Lebesgue 


En este capítulo estudiaremos un teorema que nos dice exactamente 
qué funciones son integrables y cuán grande puede ser la frontera de un 
conjunto para que éste tenga volumen. La respuesta de Lebesgue a estas 
dos preguntas fundamentales es la siguiente: una función es integrable si y 
sólo si el conjunto de sus puntos de discontinuidad tiene medida cero y, como 
consecuencia de esto, un conjunto tiene volumen si y sólo si su frontera tiene 
medida cero. Se trata de uno de los resultados fundamentales de la teoría 
de integración. Con este teorema, y al enfatizar la importancia del concepto 
de medida cero, H. Lebesgue abrió el camino para el desarrollo de la teoría 
de la medida y de una teoría de integración más flexible que la de Riemann. 
La teoría de la medida y la integral de Lebesgue son objeto de estudio en 
cursos más avanzados. 


Teorema 3.1 Sean A C R" acotado y f : A — R una función acotada. 
Extiéndase f a todo R" poniendo f(x) =0 para x € X \ A. Entonces, f es 
integrable (Riemann) si y sólo si los puntos en los cuales la extensión f es 
discontinua forman un conjunto de medida cero. 


Antes de demostrar el teorema de Lebesgue deduciremos de este resul- 
tado algunos corolarios importantes. 


Corolario 3.2 Un subconjunto acotado A de R" tiene volumen si y sólo si 
su frontera OA tiene medida cero. 


Demostración: Por la definición de conjunto con volumen y gracias al teo- 
rema anterior, basta demostrar que el conjunto de discontinuidades de la 
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función característica 14, 


l size A 


1a(a) = 4 0 sizd A, 


es precisamente la frontera de A, que denotamos 04. Veámoslo. Por un lado, 
si z € A, entonces cualquier entorno de r corta tanto a A como a R" \ A. 
Esto implica decir que en cualquier entorno de r hay puntos y tales que 
la(y) — la(x) = 1, luego 14 no puede ser continua en x. Por otra parte, si 
x £ OA entonces existe todo un entorno de r que o bien queda dentro de A 
o bien está contenido en R” \ A; en cualquiera de los casos resulta que 14 es 
constante en todo un entorno de x y por tanto es obviamente continua en 
x. Por consiguiente, OA = {x € R" : 14 discontinua en z). 














Corolario 3.3 Sea A un subconjunto acotado y con volumen de IR”. Cualquier 
función f : A— R cuyos puntos de discontinuidad formen un conjunto de 
medida cero es integrable. 


Demostración: Sea g la extensión de f que coincide con ella sobre A y que 
vale cero fuera de A. Si denotamos por Disc(f) el conjunto de los puntos de 
discontinuidad de f en A, y por Disc(g) el conjunto de discontinuidades de 
la extensión g en R”, es claro (por la misma razón que en la demostración 
del corolario anterior) que 


Disc(g) C Disc( f) U ðA, 


y como tanto Disc(f) (por hipótesis) como ðA (por tener A volumen y 
gracias al corolario anterior) tienen medida cero, su unión tiene medida 
cero, y por tanto el subconjunto de esta unión Disc(g) tiene medida cero. 














Observación 3.4 Nótese que en el teorema 3.1 la integrabilidad de f de- 
pende de su extensión. Por ejemplo, si A es el conjunto de los racionales 
del intervalo [0,1] y f = 1, entonces f restringida a A es continua, pero su 
extensión canónica no es continua en ningún punto y en particular no es 
integrable, luego f no es integrable sobre A según la definición que se ha 
dado. Por otra parte, en el enunciado del corolario 3.3 no es necesario ex- 
tender f fuera de A porque, como se ve en la prueba, el conjunto de puntos 
de discontinuidad de su extensión canónica no se va a incrementar significa- 
tivamente, a lo sumo se añadiría la frontera de A, que es un subconjunto de 
medida cero ya que A tiene volumen. 


Una consecuencia inmediata del corolario anterior es lo siguiente: 
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Corolario 3.5 Sea A un subconjunto acotado y con volumen de R”. Cualquier 
función f : A — R cuyos puntos de discontinuidad formen un conjunto 
finito o numerable es integrable. 


La mayoría de las funciones que se manejan en la práctica son continuas o 
continuas a trozos (es decir, continuas salvo en un conjuto finito de puntos), 
y por tanto, según el corolario anterior, son también integrables. 

Antes de pasar a la demostración del teorema de Lebesgue, y para con- 
cluir con la exposición de los resultados principales de este capítulo, pro- 
baremos otros dos teoremas que complementan los anteriores. 


Teorema 3.6 Sea A un subconjunto acotado y de medida cero de R”, y sea 
f:A—R una función integrable. Entonces 


f 10 


Demostración: Sea S un rectángulo que contenga a A, y extendamos fa S 
poniendo f(x) = 0 para r € S1 A. Sea P una partición cualquiera de S en 
subrectángulos S1,..., Sy, y sea M una cota superior de f en A. Entonces 
se tiene 


N N 
L(f,P) = Y mf, S)v(Si) < MY m(la, SiJu(S;). 
i=l i=1 


Supongamos que m(14,5,) % 0 para algún i; entonces S; C A; pero es- 
to es imposible, pues ningún conjunto de medida cero puede contener un 
rectángulo (ver ejercicio 2.16). Por tanto, m(14, 9) = 0 para todo i, y en 
particular ně „m(la, Si)v(S;) = 0, lo que según la desigualdad anterior 
implica que L(f, P) < 0. 

Por otra parte, como M(f,S;) = —m(—f, Si), se tiene que 


N 


N 
U(f,P) = X MF, SiJu(S;) = — Y m(-f,Si)v(S;) = —L(—f, P); 
i=l, 


i=1 


pero por la misma razón que antes, L(—f,P) < 0, luego —L(-f,P) = 
U(f, P) 20. 
Así, hemos probado que, para toda partición P de S, 


L(f, P) < 0 < U(f, P) 














y, como f es integrable, esto significa que f af =o. 
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Teorema 3.7 Si f : A — R es una función integrable tal que f(x) > 0 
para todo x, y además La f(x)dx = 0, entonces el conjunto 


ix E A: f(x) 40) 
tiene medida cero. 


Demostración: Para cada m € N, probaremos que el conjunto Am = x € A: 
f(x) > 1/my tiene contenido cero. En efecto, sea e > 0. Sea S un rectángulo 
que contenga a A, y extendamos f a S poniendo f(x) = 0 para r € SY A 
como de costumbre. Sea P una partición de S tal que U(f, P) < €/m; existe 
una tal partición porque f af = 0 Sean S1,..., Sg los subrectángulos de la 
partición P cuyas intersecciones con Am son no vacías; entonces se tiene 
mM(f,S;) > 1 para i = 1,..., K, y por tanto 


K 
S o(s) < Y mM(f,Si)v(S;) < mU(f, P) < e. 
i=1 


i=1 


Es decir, los rectángulos S1,..., Sg forman un recubrimiento de Am tal que 
yi 1u(S;) < e. Esto prueba que Am tiene contenido cero. En particular, 
Am tiene medida cero, para todo m € N. 

Ahora bien, como 


{ze A: f(2) 40) = |] An, 
m=1 


y puesto que la unión numerable de conjuntos de medida cero tiene medida 
cero, se deduce que este conjunto tiene medida cero. 














El resto de este capítulo lo dedicaremos a la demostración del teorema de 
Lebesgue 3.1. Sea B un rectángulo que contenga a A. Debemos probar que 
la función f es integrable en A si y sólo si el conjunto de discontinuidades 
de la función extendida g (que coincide con f sobre A y es cero fuera de A) 
tiene medida cero. 

Para probar esto, es útil tener una medida de cuán mala es una discon- 
tinuidad determinada. A tal fin, definimos la oscilación de una función en 
un punto. 


Definición 3.8 Sea h: W — R una función definida sobre un abierto W 
de R”. Se define la oscilación de h en un punto X9 € W como 


O(h, zo) = inffsupí|h(z) — h(y)| : x,y € U} | U es un entorno de zp). 
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Alternativamente, si esta definición resulta algo indigesta, para cada entorno 
U de x podemos definir la oscilación de h en U como 


O(h,U) = supilh(z)— hly)|: x,y € U}, 
y la oscilación de h en el punto xy sería entonces 
O(h, zo) = nffO(h, U) | U es un entorno de zo). 


Claramente se tiene que O(h, zo) > 0. Cuanto más grande sea este número, 
peor será el comportamiento de la función h en las proximidades de xo. 
Como cabe esperar, una función es continua en un punto si y sólo si su 
oscilación en ese punto es cero. 


Lema 3.9 Sea h: W — R una función definida sobre un abierto W de 
R”, y sea xy € W. Entonces, h es continua en xy si y sólo si O(h, xp) = 0. 


La demostración de este lema es sencilla y se deja como ejercicio. Ahora ya 
podemos comenzar la demostración del teorema de Lebesgue. 


Paso 1. Supongamos que el conjunto de discontinuidades de g tiene medida 
cero, y veamos que g es integrable. 

Fijemos un € > 0 arbitrario. Sea M tal que |g(x)| < M para todo x € B. 
Denotemos por D el conjunto de los puntos de discontinuidad de g. Sea 
D: = {x € B: O(g,x) > e). Por el lema anterior, se tiene que De C D. Es 
fácil ver que De es compacto (ejercicio 3.13). 

Como D; tiene medida cero (por ser un subconjunto de D, que tiene 
medida cero), existe una colección numerable de rectángulos B1, Ba, ... tales 
que D; C U int(B;) y X4 v(B;) < e. Pero D¿ es compacto, luego existe 
N €N tal que D: C l int(B;) y, por supuesto, PŘ v(B;) < e. 

Ahora, sea Po una partición de B tal que cada subrectángulo de P% o 
bien está contenido en alguno de los B; o bien su interior es disjunto con 
los B;. Podemos dividir los subrectángulos de Po en dos clases C1 y C2 (no 
necesariamente disjuntas): 





Ci=1(Q € P ]|3i e {1,..., N}: QC Bi) y C2 = {Q € P | QA D: = 0}, 


de modo que P = C1 U Čo. 

Sea S un subrectángulo de C3; entonces la oscilación de g en cada punto 
de S es menor que €. Por tanto, para cada x € S, existe un entorno abierto 
U, de z tal que 


Mu(g) — mu (g) = sup{|g(2) — g(y)| :y,z EU} <€, 
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donde My(g) = suptg(z) : z € U} y mvlg) = ínf{g(z) : z € U}. Ahora, 
como S es compacto y S C (J eg Uz, existe una cantidad finita de puntos 
Xi) ..., Ek, E S tal que 


Ks 
SSL" 
i=1 


donde se denota U? = Uss. Escojamos una partición Pg de S tal que cada 
subrectángulo de Pg está contenido en alguno de los U? (esto es siempre 
posible; ver el ejercicio 3.15). 

Sea ahora P una partición de B tal que cada subrectángulo Q de P 
o bien está contenido en alguno de los subrectángulos de las particiones P, 
anteriores o bien su interior es disjunto con los subrectángulos de las P, y, en 
este caso, Q está contenido en alguno de los rectángulos que son miembros 
de la clase C1. Una tal partición puede definirse utilizando todos los lados 
de todos los miembros de C1 y de las particiones P,. Podemos dividir esta 
partición P en dos clases (ahora disjuntas, aunque esto no tenga especial 
relevancia), C, y Ci, según se dé una u otra de las dos posibilidades, es 
decir, 








Co=1QEeP|318€C4AREP.:QCR), 





Ci¡=1QEeP|VSE€C¿VRES:int(Q)NR=0,y1T EC¡:QCT), 
de forma que P = C UC. Para esta partición P tenemos que 
Y (Malg) — malg)u(Q) + X- (Malg) — ma(9))v(0) < 
OEC) QEC; 


ev(B) + DE 2Mv(Q) < ev(B) +2Me, 
QECI 


ya que 200! v(Q) < SD v(B;) < e. Como v(B) y M no dependen de 
e, y € es arbitrario, utilizando el criterio de integrabilidad de Riemann se 
concluye que g (y por tanto f) es integrable. 


Paso 2. Ahora supongamos que g es integrable, y veremos que el conjunto 
D de los puntos de discontinuidad de g tiene medida cero. 

Es claro que D = Ur=1 D1/n, donde Dijn = {z € B: O(g,1) > 1/n). 
Puesto que la unión numerable de conjuntos de medida cero tiene medida 
cero, bastará probar que cada uno de estos conjuntos tiene medida cero. 
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Veámoslo. Fijemos n € N. Dado £ > 0, como g es integrable, existe una 
partición P de B tal que 


U(g,P) — L(g, P) = Y (Ms(g) — ms(g))v(S) < $- 
SEP 


Ahora podemos escribir D3, = E1U E2, donde 





Eı = {x € Dim | IS E P: x€ 08), 





Es = {x € Dijn | 3S € P : x € int(S)}; 


aquí ôS e int(S) denotan la frontera y el interior del rectángulo S, respec- 
tivamente. Es claro que la frontera de un rectángulo tiene volumen cero 
(ejercicio 3.16), y como Ej está contenido en una unión finita de fronteras 
de rectángulos, se deduce que Ej tiene volumen cero; por tanto existe una 
colección de rectángulos C1 tales que E1 C Urea, RY X rec, UR) < €/2. 
Por otra parte, sea Ca el conjunto de los subrectángulos de P que tienen en 
su interior algún elemento de D3,„ (de E2 para ser más precisos). Entonces, 
si S € Cz, existe z; en el interior de S tal que zs € D/n, y por tanto, 


Ms(9) — ms(g) = O(g, S) > O(g, zs) > 


3 


sle 


de donde deducimos que 


= X, (S) < Y (Ms(g) — ms(g))v(S) 


SEC SEC 
< Y (Ms(s) — ms(g))v(S) < > 
SEP 


y así > sea, U(S) < e/2. Entonces, C = C1 U C2 es una colección finita de 
rectángulos que recubre el conjunto D; ,,, con 


YN v(R)< Y v(R)+ D oR) < Éti se. 


REC RECi REC 


Esto prueba que Dj, tiene volumen cero. 


Problemas 
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3.10 Sea f(x) = sin(1/r) si x #0, y f(0) = 0. Probar que O(f,0) = 2. 


3.11 Sea f(x) =1sixe Q, y f(x) = 0si r € RVO. Probar que O(f, x) =1 
para todo r € R. 


3.12 Sea h: W — R una función definida sobre un abierto W de R”, y 
sea O(h, x) la oscilación de h en x. Probar que h es continua en zp si y sólo 
si O(h, zo) = 0. 


3.13 Sea D = {x € B: O(g,r) > e), donde g es una función acotada 
definida en un rectángulo B. Demostrar que D; es compacto para cada 
e > 0. 


3.14 Sea g una función acotada definida en un rectángulo abierto B, y 
para cada abierto U contenido en B definamos My(g) = supíg(z) : z € U) 
y mylg) = ínfíg(z) : z € U). Probar que 


Mu(g) — mu(g) = suptlg(z) — g(y)l : y, 2 € U} := O(g, U), 
y por tanto 
O(g, x=) = íinf[ My(9) — mu(g) | U entorno abierto de z). 


3.15 Sea S un rectángulo cerrado, y G1,..., G un recubrimiento finito de S 
por conjuntos abiertos. Probar que existe una partición P de S tal que cada 
subrectángulo de P está contenido en alguno de los abiertos G;. Indicación: 
para cada r € S existen i € ([1,...,k) y ôs > 0 tales que Bæl(x, ôr) C Gi; 
entonces S C Upes Bolz, ôs). Usar ahora que S es compacto, y recordar 
que las bolas Bo(x,r) tienen forma de cubos. 


3.16 Demostrar que la frontera de un rectángulo tiene siempre volumen 
Cero. 


3.17 Demostrar que si A y B tienen volumen, entonces AUB, ANB y 
A \ B también tienen volumen. 


3.18 Sea f(1,y) =1 para r 4 0, y f(0,y) = 0 para todo y. Probar que f 
es integrable en cualquier rectángulo de R*, y hallar estas integrales. 


3.19 Sea f(x) = sen(1/x) para r > 0, y f(0) = 0. +Es f integrable en 
(0, 1]? 
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3.20 Sea f : R? — R definida por 


2? + sen; siy%0 


fem=Í 1 


x“ sty=0. 


Probar que f es integrable en el círculo unidad abierto, A = {(x,y) € R? : 
r? +y? <1}. 


3.21 Decidir si las functiones que siguen son integrables en los conjuntos 
indicados: 


(a) f : A — R definida por 
ren =] y sixEkR\Q; 


x sireQ, 


con A = {(x,y): Z + È <1}. 
(b) g: B — R definida por 
0 sizx?+y?<1/2 o bien y= 0; 
g(x,y) = l usin(;) en otro caso, 
con B=([(x2,y): £? +y? < 1). 
(c) h: C — R definida por 


1 six< y; 
T SLY<XT, 


h(x, y) = l 


con C = { (x,y) : [e] < 1, ly] < 1}. 


3.22 Sea f : [0,1] — R definida por f(x) = 0 si x es irracional, y f(x) = 
1/m cuando z es racional y está expresado en la forma r = n/m con n y m 
primos entre sí. Probar que f es continua en zx si y sólo si x es irracional. 
Concluir que f, pese a ser discontinua en un subconjunto denso de [0, 1], es 
integrable en [0,1]. 


3.23 Para cada B C R” definamos 


AMB) = nf) v(S;) | (S¿) recubrimiento de B por rectángulos abiertos). 
i=1 


Probar que si B tiene volumen entonces A(B) = v(B). 
Observación: A A se le llama medida exterior de Lebesgue en R”. 
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3.24 Si (B;) es una sucesión de conjuntos con volumen que son disjuntos 
dos a dos y B = UŽ, B; tiene volumen, entonces 


v(B)= X vB). 


i=1 
Indicación: Usar el problema anterior. 


3.25 Sea r1,72,... una enumeración de los racionales de [0,1], y sea 


ES 1 1 
U = U (rr — pp Tr + A 
k=1 
Probar que U es un subconjunto abierto de R que no tiene volumen. Indi- 
cación: usar el problema 3.23. 


3.26 Sea A un subconjunto abierto y con volumen de R”, y sea f : A — R 
continua, tal que f(x) > 0 para todo xz. Supongamos que existe xo € A tal 
que f(xo) > 0. Demostrar que entonces f} f > 0. 


3.27 Sean f,g : A C R" — R funciones integrables. Supongamos que 
falf — gl = 0. Probar que entonces f(x) = g(x) para casi todo x, es decir, 
salvo en quizás en un subconjunto de A de medida cero. 


3.28 Sean A un subconjunto acotado de R”, y (fk) una sucesión de fun- 
ciones que converge uniformemente en A a otra función f. Sea S un rectángu- 
lo que contenga a A, y extendamos cada una de estas funciones a S haciéndolas 
valer cero en SY A, como de costumbre. Para cada k € N, sea Dx el conjun- 
to de los puntos de discontinuidad de la función fp (extendida). Demostrar 
que el conjunto D de los puntos de discontinuidad de f está contenido en 
UX Dp. Indicación: Recordar que el límite uniforme de una sucesión de 
funciones continuas en un conjunto es continuo en ese conjunto. 


3.29 Utilizando el problema anterior, probar que si A es un subconjunto 
acotado de R”, y (fk) una sucesión de funciones integrables que converge 
uniformemente en A a otra función f, entonces f es también integrable en 


A. 


3.30 En las hipótesis del problema anterior, probar que además se tiene 


que 
lím h= | 4 
k=00 Ja A 


Indicación: La prueba usual que se da de este hecho para funciones de una 
variable se generaliza sin dificultad al caso de funciones de varias variables. 
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Resumen de las propiedades de los conjuntos de medida cero y 
de los de contenido cero. 


Definición Se dice que A C R" tiene medida cero si para cada € > 0 existe 
una coleccion contable (numerable o finita) de rectángulos (Q;)jen tales que 
AC U Oj y ja v(Q;) < e. 

Se dice que A tiene contenido cero (o volumen cero) si para cada € > 0 
existe una coleccion finita de rectángulos Q1, ..., Qk tales que A C Yan Qj, 


y ye v(Qj) < e. Esto equivale a decir que A tiene volumen (i.e. 14 es 
integrable) y v(A) = 0. 


En estas definiciones pueden sustituirse los rectángulos cerrados por rectángu- 
los cerrados, o por cubos (abiertos o cerrados), a discreción del usuario. 


Propiedades 


1. Si A tiene contenido cero entonces también tiene medida cero. El 
recíproco no es cierto en general. Sin embargo: 


2. Si K es compacto entonces K tiene medida cero si y sólo si K tiene 
contenido cero. También: 


3. Si A tiene volumen entonces A tiene medida cero si y sólo si A tiene 
contenido cero. 


4. Si A tiene medida cero (resp. contenido cero) y B C A entonces B 
también tiene medida cero (resp. contenido cero). 


5. La unión numerable de conjuntos de medida cero tiene medida cero. 


6. La unión finita de conjuntos de contenido cero tiene contenido cero. 


7. Si A tiene contenido cero entonces su adherencia A también tiene 
contenido cero. La propiedad análoga para medida cero no es cierta 


(Q =R). 


8. Si A tiene volumen y v(A) > 0 entonces A tiene interior no vacío. O lo 
que es lo mismo: si A tiene volumen e interior vacío entonces v(A) = 0. 


9. Si A tiene medida cero entonces A tiene interior vacío. El recíproco 
no es cierto en general: existen compactos con interior vacío que no 
tienen medida cero (y en particular tampoco tienen volumen). 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 
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Existen abiertos que no tienen volumen. 


Existen conjuntos no numerables que tienen medida cero y contenido 
cero (conjunto de Cantor). 


Sean A C R” y f: A — R” una función Lipschitziana. Entonces, 
si E C A tiene medida cero (resp. contenido cero) en R”, su imagen 
f(E) también tiene medida cero (resp. contenido cero) en R”. 


Recuérdese que f es Lipschitziana en A si existe M > 0 tal que || f(x) — 
Fay)! < Mllx — yl para todos z,y € A. Cuando f es diferenciable y 
A es convexo esto equivale a decir que f tiene derivada acotada en A. 


Sean U un subconjunto abierto de R”, y f : U — R" una función de 
clase C1. Si E C U tiene medida cero, entonces f(E) también tiene 
medida cero. 


Es importante aquí que la dimensión del dominio de f sea la misma 
que la de su imagen. Por ejemplo, existen funciones f : R? — R de 
clase C! que no transforman conjuntos de medida cero en conjuntos 
de medida cero (considérese f(x,y) = x; E = R x 10) tiene medida 
cero en R?, pero f(E) = R no tiene medida cero en R). Cuando la 
dimensión del espacio de llegada es mayor que la del de salida, ocurre 
lo siguiente: 


Sean U un abierto de R”, y g : U — R" una aplicación de clase 
C1, con m < n. Entonces g(U) tiene siempre medida cero en R”. En 
particular: 


Si y : [a,b] — R? es una curva de clase Ct entonces su traza tiene 
medida cero y contenido cero en R?. Esto no es cierto si sólo se pide 
que f sea continua (curvas de Peano...) 


La gráfica de una función integrable f : A C R" — R tiene medida 
cero en R" x R = R”+!, En particular, si una función f : ACR" — R 
es continua entonces su gráfica tiene medida cero en R"+". 


Una función es integrable si y sólo si el conjunto de puntos de discon- 
tinuidad de su extensión canónica a un rectángulo tiene medida cero 
(teorema de Lebesgue). 


Un conjunto acotado A C R" tiene volumen si y sólo si su frontera OA 
tiene medida cero en R". 
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19. Si f es integrable y A tiene medida cero, entonces f af=0. 


20. Sean f,g : A C R" — R funciones integrables. Supongamos que 
falf — gl = 0. Entonces f(x) = g(x) para casi todo z, es decir, salvo 
quizás en un subconjunto de medida cero de A. 
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Capítulo 4 


Propiedades de la integral 


En este capítulo estudiaremos las propiedades elementales de la integral. 
En su mayoría resultarán familiares, pues las propiedades de la integral en 
R se extienden sin dificultad al caso de funciones de varias variables. 


Teorema 4.1 Sean A un subconjunto acotado de R”, f,g : A — R fun- 
ciones integrables, c € R. Entonces: 


(i) f +g es integrable, y [,(f+9)=S1f+S19- 

(ii) cf es integrable, y fcf =c fa f. 
(iii) |f| es integrable, y | fa FI < Salfi 

(iv) Si f < g, entonces fa f < f, 9. 

(v) Si A tiene volumen, y |f| < M, entonces | f} f| < Mv(A). 


(vi) Si f es continua, A tiene volumen y es compacto y conexo, entonces 
existe xo € A tal que f, f(x)dx = f(xo)v(A). 


(vii) Sean A, B conjuntos acotados de R”, y sea f : AU B — R. Supong- 
amos que y que las restricciones de f a A, B y ANB (que de- 
notamos por fa, etc) son integrables. Entonces f es integrable, y 


Jaun f = Saf + Jef — Sang f 


(viii) Sean A, B conjuntos acotados de R”, y sea f : AU B — R. Supong- 
amos que f es integrable en AU B, y que tanto A como B tienen 
volumen. Entonces las restricciones de f a A, B y AN B son inte- 


grables, y Jaun = Sa f+ Sef- Sang E 
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En particular, en cualquiera de los casos (vii) u (viii) anteriores, si 
An B tiene medida cero, entonces oa fE Saf + Ja f. 


Las propiedades (i) y (ii) nos dicen que el conjunto de las funciones inte- 
grables sobre un conjunto dado es un espacio vectorial, y que la integral, 
definida sobre este espacio vectorial (de dimensión infinita), es un operador 
lineal. Por otra parte, la propiedad (vi) se conoce como teorema del valor 
medio integral. 


Demostración: 

(i) Sea S un rectángulo que contenga a A, y extendamos f y g a S haciéndolas 
cero fuera de A, como es habitual. Sea € > 0. Por el teorema de Darboux 
1.10, existe 01 > 0 tal que, si P; es cualquier partición de S en subrectángu- 
los S1,..., Sy cuyos lados tienen longitud menor o igual que 01, y 11 € $, 
..., ZN E Sy, entonces 


N 


IN Fels) — f js 


i=1 


Análogamente, existe 02 > 0 tal que, si P2 es cualquier partición de S en 
subrectángulos R;,..., Rm cuyos lados tienen longitud menor o igual que 09, 
y 21 € Ri, ..., zm € Rm, entonces 


= E 
DOS IN dl < E 


Sea ô = mínf01,02), entonces, para toda partición de S en subrectángulos 
Ti, ..., Tk de lados menores que 0, y para cualesquiera 11 € Ti, ..., Tk E Tk, 
se tiene que 


K 
PUROS l Fe f J| < 


£ E E 
Ein | 1 Par s515 


Teniendo en cuenta otra vez el teorema de Darboux otra vez, esto significa 
que f + es integrable en A, y faf +9) = Ja f+ Sag. 


(ii) Podemos suponer c 4 0 (la conclusión es evidente si c = 0). Sea € > 0. 
Sea S un rectángulo que contenga a A, y extendamos f a S poniendo f = 0 
fuera de A. Como f es integrable, por el teorema de Darboux existe ô > 0 
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tal que si P es una partición de S en subrectángulos Sy,..., Sy de lados 
menores o iguales que 0, y 11 € S1,...,Ty E Sy, entonces 


= E 
(Z todos) - n ns 


lo que implica que 


N 
12 efedus) -e f A <e. 


Por el teorema de Darboux, esto prueba que cf es integrable en A, y f4 cf = 
6 ify AT: 

(iv) Sea S un rectángulo que contiene a A, y extendamos f y ga S por 0 en 
S \ A como es habitual. Para toda partición P de S, como f < g tenemos 


que 


luego 
sup{ L(g — f, P) : P partición de S) > 0 
es decir, f4(g — f) > 0, y aplicando (i) y (ii) se obtiene f4 f < f,9- 


(iii) Como |f| es continua en todos los puntos que f lo es, tenemos que 
Dise(|f|) CDisc(f), y como este último conjunto tiene medida cero (por 
ser f integrable y por el teorema de Lebesgue), resulta que el conjunto de 
discontinuidades de |f|, Disc(| f|), tiene también medida cero, luego |f| es 
integrable sobre A. Además, por la propiedad (iv), como —|f| < f < |f], 


tenemos que 
- fins f ss fis 


y por tanto ISa fl < Jalfl. 


(v) Si |f| < M sobre A, entonces la extensión canónica de |f| a un rectángulo 
S que contenga a A seguirá verificando |f| < M14, luego, por (ii) y (iv), se 


tiene 
fins [ana=m [= a), 
A A A 


y entonces, por (iii), 


Ni < Jin < Mv(A). 
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(vi) Puede suponerse v( A) Æ 0 (en otro caso el resultado es consecuencia del 
teorema 3.6). Sean m = ínf[ f(x): x € Aj y M = sup{ f(x): x € A}. Como 
A es compacto y f es continua, existen 11,12 € A tales que m = f(11) y 
M = f(x2). Sea 





AS Jat 

v(A) 
Entonces, por la propiedad (iv), m = f(x1) < A < M = f(x2), y como 
f es continua y A es conexo, existe zo € A tal que f(xp) = A, es decir, 


Ja f = Fluojuta). 


(vii) Sean f = flaug, fi = fla, fa = flp y fs = flans las extensiones 
canónicas de f, fa, fig y fang a un rectángulo que contenga a AU B. Es 
inmediato comprobar que f = fi + f2 — f3, y es obvio por la definición que 


Sig fla = Ja f, etc. Entonces, por (i) y (ii), 


sd ně p 
k 


En el caso en que An B tenga medida cero, el teorema 3.6 nos dice que 
Jana f = 0, y entonces faz = fa f + Ja f 


(vii) Basta observar que las discontinuidades de las extensiones canónicas a 
R de las restricciones de f a los conjuntos A, B y AN B están contenidas en 
la unión de las discontinuidades de f con las fronteras de A y B, y por las 
presentes hipótesis estos tres conjuntos tienen medida cero; esto muestra que 
dichas restricciones son integrables. La identidad de las integrales se sigue 
entonces aplicando (vii). 


Observación 4.2 Con un poco más de cuidado puede probarse que en la 
parte (vi) del teorema anterior no hace falta suponer A compacto; ver el 
ejercicio 4.13. 


Problemas 


4.3 Sean f,g : A — R funciones integrables. Probar que la función pro- 
ducto fg es también integrable en A. 
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4.4 Sean f,g : A — R funciones integrables Probar que las funciones 
máxi f, g) y míní f, g) son también integrables en A. 


4.5 Demostrar que si A y B tienen volumen, entonces AUB, ANB y 
AX B también tienen volumen. Indicación: Usar los problemas anteriores y 
el hecho de que 


laug = la+ IB- 1a:1B, lang = 14- 1g y las = 14(1-— 1p). 


4.6 Sean A1, A9,... una familia numerable de conjuntos con volumen. +Es 
. ., 00 A ., . 2 
cierto que su unión 4 A; también tiene volumen?. 


4.7 Sea f una función Boy sobre cualguier intervalo acotado de R. 
Definamos je f(t)dt = — Kf t)dt cuando a > b. Probar que, para cua- 
lesquiera a,b,c € R, se tiene 


“iwa= sar fia 
a a b 


4.8 Sean A y B conjuntos con volumen tales que AMB tiene volumen cero. 
Probar que 
v(AU B) = v(A) + v(B). 


4.9 Sean f,g : A C R" — R funciones integrables. Supongamos que 
v(A) > 0 y que f(x) < g(x) para todo x € A. Demostrar que f4 f < fag- 
Indicación: Utilizar el teorema 3.7. 


4.10 Sean f,g : A C R" — R funciones integrables. Supongamos que 
f(x) = g(x) para todo r € A\ C, donde C es un subconjunto de A que tiene 
medida cero. Probar que entonces f, f= f,9- 


4.11 Sean f(x, y) = e (2+9), D = [—r, 1] x [—r1, 7]. Probar que 
ST a |, Mode < e. 


4.12 Sea f: A C R" — R una función continua definida sobre un con- 
junto abierto A; para cada £ > 0 sea B; la bola cerrada de radio e centrada 
en un punto zo € A. Probar que 


lím —— | f(e)dz = f(xo). 


€—0 v(B-) ) Be 
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4.13 Probar que en el teorema del valor medio integral (teorema 4.1(v%)) 
no hace falta suponer que A sea compacto. Indicación: Sean m = ínf{ f(x): 
x E€ A) M = sup{ f(x) : x € A}, A = (fa f)/v(4). Se tiene m < A < M, 
pero en general no existirán 11,12 € A tales que m = f(11) y M = f(x2),y 
hay que considerar los casos A = M, A = m,y m < A< M separadamente. 
Para el caso m < A < M un razonamiento parecido al de la demostración 
de 4.1(vi) sirve. Para los dos primeros casos, puede usarse el teorema 3.7. 


4.14 Si A C A¡U...U Ay, donde todos los conjuntos tienen volumen, 
probar que v(A) < V, v(A;). 


4.15 Probar que si f : A C R" — R es continua, donde A es un conjunto 
abierto con volumen, y es f pf = 0 para cada B C A con volumen, entonces 


f=0. 


4.16 Sea f : B — R una función integrable, f > 0. Si AC By f 
es integrable en A, entonces f P Í BJ. +Es esto cierto si no se supone 
f > 0? 


4.17 Sean f,g : S — R funciones integrables definidas sobre un rectángu- 
lo de R”. Sea D un subconjunto denso de S, y supongamos que f(x) < g(x) 
para todo x € D. Probar que Ss f< Ss g. 


4.18 Deducir del problema anterior que si f,g : S —> R son funciones 
integrables definidas sobre un rectángulo de R” y D es un subconjunto denso 
de S, de modo que f(x) = g(x) para todo r € D, entonces fg f = fgg- 


Capítulo 5 


El teorema de Fubini 


Hasta ahora hemos caracterizado las funciones que son integrables y 
hemos estudiado las propiedades básicas de la integral, pero en realidad no 
sabemos cómo calcular las integrales incluso de las funciones más simples 
en los recintos menos complicados. El teorema de Fubini, junto con el teo- 
rema del cambio de variable, que estudiaremos más adelante, es una de las 
herramientas fundamentales que nos permitirá hallar el valor de una inte- 
gral múltiple (es decir, de una función de varias variables), al reducirlo a la 
integración iterada de unas cuantas funciones de una sola variable. 

Comenzaremos por dar la versión del teorema de Fubini en el plano R?, 
que luego se extenderá sin dificultad al caso general. 


Teorema 5.1 Sea A = [a,b] x [c,d] un rectángulo de R?, y sea f : A — R 
una función integrable, tal que las funciones fy : lc,d] —> definidas por 
Fely) = f(x,y) son integrables en [c, d], para todo x € [a,b]. Entonces, la 
función x => AN F(x,y)dy es integrable en [a,b], y 


o = i (frias, 


o, con una notación más práctica, 


pS Ji f " F(E, y)do)dz. 


Análogamente, si se supone que ps f(x,y)dx existe para cada y € [c, d], se 


biene gue pán 
T J= f ( { f(x, y)dx)dy. 
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Observación 5.2 Si f es continua entonces las funciones f, fs y fy (con 
x € [a,b], y € [c, d]) son todas integrables, y entonces se obtiene que 


ff (f tenaya f (Headdy 


Este resultado se puede aplicar a recintos (acotados) A más generales gue 
rectángulos, extendiendo la función a un rectángulo gue contenga a A (haciéndola 
valer cero fuera de A, como es habitual) y usando entonces el teorema de 
Fubini. El siguiente corolario nos muestra una manera de hacer esto; el re- 
sultado puede utilizarse eficientemente para descomponer una región com- 
plicada en regiones más pegueňas a cada una de las cuales se aplica entonces 

el corolario. 


Corolario 5.3 Sean p, y : [a,b] — R funciones continuas tales que p(x) < 
p(x) para todo x € [a,b], y sea A = (x,y) E R? :a < z <b, ylz)<y< 
v(x)). Sea f : A — R una función continua (o continua salvo en una 
cantidad finita de puntos). Entonces 


Jt = Fi |. j das 


Antes de dar la demostración del teorema de Fubini y su corolario enun- 
ciaremos el teorema en su forma más general. 


Teorema 5.4 Sean ACR" y BCR” rectángulos, y f : Ax B —R una 
función integrable tal que las funciones fz: B — R definidas por f.(y) = 
f(z, dd son integrables sobre B para todo x € A. Entonces, la función x > 
E x,y)dy es integrable en A, y 


fat = h, edd 


Análogamente, si se supone que da f(x,y)dx existe para cada y € B, en- 


tonces J t= JJ senta 


De igual manera gue el corolario 5.3 puede demostrarse, a partir de la 
versión general del teorema de Fubini, el siguiente resultado, muy útil a la 
hora de evaluar integrales en R”*!, 
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Corolario 5.5 Sea A un conjunto con volumen de R”, sean p, y: A — R 
funciones continuas tales que y(x) < y(x) para todo x € A, y sea D = 
[(x,y) € RHI : x € A, y(x) < y < V(x)). Sea f : D — R una función 
continua (o continua salvo en una cantidad finita de puntos). Entonces 


= 0) k fe, y)dy) da. 


Demostración del teorema 5.1. 


Sea g : [a,b] — R la función definida por 


= | Tead 


Tenemos que ver que g es integrable sobre [a,b], y que 


ft- f sod 


Sean Pap una partición cualquiera de [a, b] en subintervalos Sj = [s;-1, sj], 
donde a = so < sı < .. < sy = b, y sea Pica) una partición de [c, d] en 
subintervalos Tj = [t;_1,t;], donde c = to < tı < ... < tm = d. Sea entonces 
Pa la partición de A dada por los rectángulos 


Rij = Si x T}, 


con1<3¿< N,1<j< M. Nótese que cualquier partición del rectángulo A 
se obtiene de esta manera, como producto de particiones de los lados de A. 
Se tiene que 


N 
L(f, Pa) 27 4) SM 


i=1 j 





Us 


m(f, Ri)v(T3))v(S;). 
1 


Además, para cada x € S; y para cada j es m(f, Rij) < m( fe, Tj). Por tanto, 
sumando en j estas desigualdades, obtenemos que 


M 
S mif, Ru) < E mttor PESE )dy = gla). 
j=1 j=1 


Como estas desigualdades valen para cualquier x € S;, podemos tomar ínfi- 
mos en z y obtener 


M 


Y m(f, Ri)v(T) < mg, Si) 


j=1 
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para cada 2, y entonces, sumando en 2, 


N 
L(f, Pa) < Y mg, SJv(S;) < L(g, Pa). 
3=1 


De aquí, y de un argumento análogo para supremos y sumas superiores, 
deducimos que 


L(f, Pa) < L(g, Pas) < Ul, Pay) SU, Pa), 


Como esto vale para cualquier partición Py de A y, lo que es lo mismo, 
para cualesquiera particiones Pay y Pica, de [a,b] y [c,d] respectivamente, 
y f es integrable, se deduce inmediatamente de estas desigualdades que g es 
integrable sobre [a,b], y 


| i= f soa f f hevdar 


Observación 5.6 Es claro que la misma prueba, sustituyendo intervalos 
por rectángulos y haciendo los pertinentes cambios de notación, sirve para 
establecer la versión general (teorema 5.4) del teorema de Fubini. La redac- 
ción de dicha prueba se deja como ejercicio para el lector. 


Demostración del corolario 5.3. 


Sea S = [a,b] x [c, d] un rectángulo cerrado que contenga a A, y extendamos 
fa S poniendo f = 0 en SY A como es habitual. Por el ejercicio 2.26, las 
gráficas de v y W, es decir los conjuntos G(p) = [(x,p(x1)) : x € [a,b]} y 
G(w) =1(x,W(x)): x € [a, b]) tienen medida cero. Es claro que el conjunto 
de las discontinuidades de la función extendida f está contenido en la unión 
de estas dos gráficas, y por tanto tiene también medida cero. Luego, por el 
teorema de Lebesgue, f es integrable en S. Por otro lado, para cada r € [a,b], 
fz es continua en [c,d], salvo quizás en los puntos p(x) y (z), y por tanto, 
todas las fy son integrables. Entonces, podemos aplicar el teorema de Fubini, 
lo que nos da, teniendo en cuenta que cada fy es cero en [c, p(1) U[v(x), d], 


que 
Js= = todo [C E Kenaa 
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Ejemplos y ejercicios 


5.7 Calcular f,(x + y)rdrdy, donde A = [0,1] x [0, 1]. 
5.8 Calcular las siguientes integrales iteradas: 
(a) JE, Jo (2y + y?)dydz 
(0) fa JÍ log ydyde 
arceeny 


c) foto ” ucos(ry)dedy 


5.9 Expresar las integrales iteradas siguientes como integrales múltiples 
sobre un recinto, dibujar el recinto y cambiar el orden de intergración; final- 
mente, hallar el valor de las integrales usando el orden de integración que 
dé lugar a los cálculos más simples. 


(a) f? J" (@ + y)drdy 
(b) F p e- 1) VI+ 2dydr 
(e Es I Ja e**Ydydz 
(d) J* Ga ysin adxdy 
e) M ps S¿z + 2y + 32)dzdyde 
) Jo JEO zydzdy, donde f(y) =mín(1, log 3). 
ahi 
5.10 Sea A = [0,1] x [0,1] — R definida por 


m 2y sizeERVO; 
Ha) = 1 sizeQ. 


EN 


— y?)Pdxydx 


(a) Decidir si f es integrable en A. 
(b) Calcular A h x, y)dy)dz si existe. 


(c) Calcular J TE x,y)dx)dy si existe. 
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5.11 Cambiar el orden de integración en las siguientes integrales iteradas: 


(a) Jo Dir T y)dxdy 


(0) Jo e za J (2, y)dyde 


VIz 
(c) (E S a f(x,y, z)dzdydx 


(a) Ji Ji JET" Aa, y, z)dzdedy 


5.12 Diferenciación bajo el signo de la integral. Sea f : [a,b] x |c, d| — R 
continua tal que HL es continua en [a,b] x [c, d]. Definamos 


b 
Flo) = | Hends. 
Probar que F es derivable y que 


0-0 
F)= | Layan. 


Indicación: Usando el Teorema Fundamental del Cálculo, se tiene que 


ra= f FES | 0 [way + fode. 


5.13 Sea f : [a,b] x [c,d] — R continua con E continua en [a,b] x [c,d]. 


Definamos 


F(x,y) = A f(t, y)dt. 


(a) Calcular SE y > 


(b) Si G(x) = [2% f(t, x)dt, calcular G(x). 
5.14 Calcular las integrales siguientes 
(a) fp 2*ydzdy, siendo D el triángulo de vértices (0, 0), (0,1) y (1,0). 


(b) Jpye *Ydxdy, siendo D el cuadrado de vértices (0,0), (0,1), (1,0) y 
(1,1). 


(c) fp tdxdy, siendo D = {(x,y) E R? | 0 < £ < VT,0<y<sina?). 
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(da) byl- 2 — y dedy, siendo D el interior de la elipse A + y =1. 
(e) fp |máx{z, y}|dzdy, siendo D = [-2,2] x [-1, 1]. 


5.15 Probar la siguiente generalización del corolario del teorema de Fubini. 
Sean A C R” un rectángulo cerrado, y p,W : A — R” funciones continuas 
tales que pj(x) < Vj() para todo z € A, 1 < j < m. Sea 


D=((1,y) E R” x R” : x € A, pj(x) < yj < vjl), 1< j <m}. 
Para cada r € A definamos B, C R” por 
B: = {y E R” : pj(x) < yj < Yal), 1 <j <m}. 


Sea f : D — R una función continua, y definamos fy : B, C R"* — R por 
fely) = f(x,y), y g: A C R” — R por 


g(x) = fr- 


Bo 


Entonces g es integrable sobre A, y 


-le 


5.16 Sean A C R" y B C R"" conjuntos con volumen, y f : A — R, 
g : B — R funciones integrables. Definamos 


F(x,y) = f(x) + ly), y Glz,y) = f(r)gly). 


Hallar (xp F(z, y)dzdy y fa, p G(x,y)drdy en función de f} f, fp 9, v(A) 
y v(B). 


5.17 Hallar el volumen de la región acotada por z = z? + 3y?, z = 9 — a?. 


5.18 Hallar el volumen de la región acotada por z? + 242 = 2, z = 0, 
a+y+22=2. 


5.19 Sea A la región de R? acotada por los planos x = 0, y = 0, z = 2 y la 
superficie z = 12 + y?, con x > 0, y > 0. Calcular la integral Sa xdxzdydz. 


5.20 Calcular la integral f} ye ""drdydz, donde A = [0,1] x [0,1] x [0, 1]. 
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5.21 Calcular las siguientes integrales iteradas y dibujar las regiones A 
determinadas por los límites de integración: 


) Sa (JE (æ + y)dy)dz; 
b) UE vdy)de. 


5.22 Sea D la región acotada por los ejes positivos r e y y la recta 3z +4y = 
10. Calcular f (2? + y*)drdy. 


5.23 Sea D la región dada como el conjunto de los (x,y) del plano tales 
que —p(1) < y < y(x) y a < q < b, donde y es una función continua no 
negativa en el intervalo [a,b]. Sea f : D — R una función continua en D 
tal que f(x,y) = —f(x,—y) para todo (x,y) € D. Probar que 


f f(x, y)dxdy = 0. 
D 


5.24 Dibujar la región correspondiente a cada una de las sigientes integrales 
dobles, cambiar el orden de integración y evaluar la integral usando el orden 
que sea más adecuado: 


a) Jo (S vydy)d 
) Jie ES y)?dx) dy 
(©) Uy (2+y?d0)dy 


5.25 Calcular Sw x? cos zdzdydz, donde W es la región acotada por los 
planos z = 0, z=7, y =0,z=0yz+y=l. 








5.26 Integrar f(x,y,z) = 14 + yz + zz sobre la porción del primer octante 
x > 0, y > 0, z > 0, cortada por el elipsoide 
2 
y z 
= + ba 
ě2 


> si 


q? 
5 ~- 
5.27 Utilizar integrales triples para hallar el volumen del sólido T de R3 
limitado superiormente por el cilindro parabólico z = 4 — y? e inferiormente 
por el paraboloide elíptico z = x? + 3y?. 


Capítulo 6 


Integrales impropias 


A menudo resulta útil poder integrar funciones que no son acotadas, e 
incluso integrarlas sobre recintos no acotados. En este capítulo desarrollare- 
mos brevemente una teoría adecuada para tratar tales tipos de integrales, 
que reciben el nombre de integrales impropias, y que conducen a problemas 
de convergencia similares a los de las series infinitas. De hecho, la conver- 
gencia de integrales impropias de funciones de una variable equivale a la 
convergencia de las series asociadas a estas integrales; éste es el criterio de 
la integral. 

Bastará con desarrollar la teoría de integrales impropias para funciones 
no negativas; una vez establecida para tales funciones la extenderemos fácil- 
mente a funciones f : A — R con valores reales teniendo en cuenta que 
f = máx{ f,0}+ mín[f, 0). Se suele denotar ft = máx[f, 0), parte positiva 
de f, y fT =—miínff,0) = máx[—f,0), parte negativa de f, de modo que 
=f*=f,y1fl=f$*+$f7. De este modo resultará que f es integrable 
impropia si y sólo si ft y f7 lo son, y en este caso fy f= fa F€- Sa F 
También se tendrá que f es integrable impropia si y sólo si |f| lo es, es decir, 
si y sólo si f es absolutamente integrable. 

Estudiaremos primero las integrales de funciones positivas y no acotadas 
definidas sobre recintos que sí son acotados. 


Definición 6.1 Sean A un subconjunto con volumen de R" y f : A —> 
[0, oo) una función, posiblemente no acotada. Para cada M > 0 consideremos 
la función fm : A —> [0, 00) definida por fm(x) = mínf f(x), M}. Obsérvese 
que todas las fm son acotadas en A. Supongamos que cada fm es propia- 
mente integrable sobre A. Nótese que, si N > M entonces 0 < fm < fv < f 
y por tanto Sa fm < Sa fn, es decir, la función M + Sa fm es creciente. 
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f= jm Jm 


si este límite es finito, y en este caso decimos gue f es integrable (impropia) 
sobre A. 


Entonces definimos 


Debe observarse gue si f es integrable en A entonces todas las funciones 
fu = míní f, M) son también integrables sobre A (ver ejercicio 4.4), y 
de hecho fy = f para todo M suficientemente grande, de modo que esta 
definición es ciertamente una extensión de la definición de función integrable. 

A veces es muy útil tener en cuenta el siguiente hecho (llamado criterio 
de comparación de integrales): 


Proposición 6.2 Sean A un subconjunto con volumen de R”, y f,g : A — 
(0,00) dos funciones (posiblemente no acotadas). Supongamos que cada fm 
es integrable en A, que f < g, y que g es integrable sobre A. Entonces f es 


también integrable sobre A, y 
RES: 
A A 


La prueba de esta proposición es trivial teniendo en cuenta que la función 
M= F(M)=f Aa fm es monótona creciente y que, para una tal función F, 
existe el límite límy- 0 F(M) si y sólo si F está acotada superiormente. 


El siguiente teorema caracteriza la integrabilidad de una función f en 
un conjunto A mediante la convergencia de las integrales de esa función 
sobre una sucesión de conjuntos compactos K; que aproximan el conjunto 
A. Este criterio será particularmente útil cuando A sea un abierto de R" y 
f: A — [0,00) sea continua, de modo que f será propiamente integrable 
sobre cada subconjunto compacto y con volumen de A. Además, este criterio 
se utilizará para establecer la versión más general del teorema del cambio 
de variables, que estudiaremos en el siguiente capítulo. 


Teorema 6.3 Sea A un conjunto con volumen, y sea f : A —>[0,00) una 
función, posiblemente no acotada. Sea (Kj) una sucesión de subconjuntos 
compactos y con volumen de A tales que Kj C Kj41 para todo j, y A = 
[Bt Kj. Entonces, f es integrable sobre A si y sólo si f es integrable sobre 
cada K; y el límite lím; Ír, f es finito. Además, en este caso, 


ls 


ol 


En particular, para f = 1, se tiene que 


v(A) = lím v(K;). 


JO 
Demostración: En primer lugar probaremos el resultado en el caso particular 
en que f = 1. Es decir, veremos que para toda sucesión (K) de subconjuntos 
compactos y con volumen de A tales que K; C Kj41 para todo j y A = 
U52 Kj, es 
v(A) = lím v(K;). 


J>0%0 


A tal fin, para cada B C R" definamos 
A(B) = inf v(S;) | (S1) recubrimiento de B por rectángulos abiertos). 
i=1 


No es difícil comprobar (ver ejercicios 3.23 y 3.24) que si B tiene volumen 
entonces A(B) = v(B), y que, si (B;) es una sucesión de conjuntos con 
volumen que son disjuntos dos a dos y B = U7, B; tiene volumen, entonces 
00 
v(B) = Y v(B)). 


= 


Ahora, si (Kj) es una sucesión de subconjuntos compactos y con volumen 
de A tales que K; C Kj41 para todo j, y A = U52 K3, definamos Bı = K1, 
B2 = Kə \ Kı, y en general, para j > 2, Bj = K; \ Kj-1. Es claro que 
(Bj) es una sucesión de conjuntos con volumen que son disjuntos dos a dos 
y A = UŘ, Bi. Entonces, por el ejercicio 3.24, se tiene que 


v(4) = (Bs). (3) 


Pero, como para cada N € Nes Ky = DaS Bj, y los B; son disjuntos dos 
a dos, tenemos que 


v(Kn)= 2 v(Bi). (4) 
i=1 
Entonces, combinando (3) y (4), obtenemos lo gue gueremos: 
v(A) = lím v(Ky). 


N=x 
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Ahora ya podemos probar el resultado en su forma más general. Fijemos 
una sucesión (Kj) de subconjuntos compactos y con volumen de A tales que 
Kj C Kj41 para todo j y A=Uj2, Kj. 

Supongamos primero que f es integrable (impropia) sobre A. Como cada 
K; tiene volumen y las funciones fp son todas integrables, entonces las 
fm1x; son integrables. Como además es f1x, < fla, y fla es integrable por 
hipótesis, el criterio de comparación nos dice que fl x, es integrable, es decir, 
f es integrable en K;, y Í K; TS Í af, para todo j. Además, como la sucesión 
(S K; f ) es monótona creciente y acotada, existe el límite lím; + f K, f: 

Recíprocamente, supongamos que cada f es integrable sobre K; y que 
existe el límite lím; Sr, f = L. Para cada M > 0 y cada j € N, la 
función fwlx, es integrable por hipótesis, luego su conjunto de puntos de 
discontinuidad D(fwlx,) tiene medida cero. Como A = UŽ; Kj, es claro 
que el conjunto de los puntos de discontinuidad de fwly satisface 


D(fula) € [U D(fmtx,)] u [L] 9K,] U ðA, 


i=1 i=1 


y entonces D(fy114) tiene medida cero (por estar contenido en una unión 
numerable de conjuntos de medida cero), lo que significa que cada fy es 
propiamente integrable en A. Veamos que f es integrable sobre A; esto 
equivale a probar que la función M => f Aa fm está acotada. Fijado un M > 0 
arbitrario, por un lado tenemos que 


f us f_ tez (5) 


Por otra parte, como v(A) = lím;=0 v(K;), dado € > 0, existe j tal que 
E 


v(A\ Ký) = v(A) — v(K;) < M 


y por tanto 


J tun Je = f, Sus MAN KN Se 


Jas | su (6) 


Combinando (5) y (6) tenemos gue 


de donde 


| m-es (7) 
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Ahora, haciendo tender £ a cero en (7), obtenemos que 


L MER (8) 


y esto vale para todo M > 0. Por tanto, la función M => Sa fm está acotada, 
f es integrable sobre A, y f a f < L. Además, como para todo j es 


Ee 


y L = ms Fx f, se deduce que 


[ici 


Ejemplo 6.4 Sea A = [0, 1] x [0, 1]. Usar el teorema anterior para demostrar 
que la función f(x,y) = (xy) 12 es integrable impropia sobre A, y calcular 


Saf. 














Ahora pasamos a estudiar el caso de una función f > 0, posiblemente no 
acotada, definida en un subconjunto A no acotado de R”. Para cada r > 0, 
denotemos por C, = [—r,r] x ... x [—r,r] el cubo de centro el origen y lados 
de longitud 2r; nótese que C, = B+(0,r), donde B+ (0,7) es la bola de 
centro 0 y radio r para la norma del supremo, ||z||-o = sup; |x;|. 


Definición 6.5 Sean A un subconjunto no acotado de R”, y f: A —> 
(0,00) una función que es integrable (quizás impropia) en cada cubo C, de 
radio r > 0. Diremos que f es integrable (impropia) sobre A si existe el 
límite 

lím f= lím e 

T—>00 Ca T—>00 ANC, 


y en este caso se define f Aa f como el valor de dicho límite. 


El siguiente resultado caracteriza la integrabilidad de una función f medi- 
ante la convergencia de las integrales de f sobre sucesiones de conjuntos con 
volumen que sean cada vez más grandes. 


Teorema 6.6 Sean A un subconjunto no acotado de IR”, y f : A — [0, 00) 
una función que es integrable (quizás impropia) en C N A para todo cubo 
C C R”. Sea (Bj) una sucesión cualquiera de conjuntos acotados y con 
volumen tales que: 
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(i) Bk € By1 para todo k, y 
(ii) para todo cubo C, existe k € N tal que C C Bp. 


Entonces, f es integrable (impropia) sobre A si y sólo si límx- 0 Jann, fes 
finito. Además, en este caso, 


i f = lím f. 
A k=00 J AMB; 


Demostración: Supongamos primero que f es integrable. Para cualquier 
sucesión (B) que satisfaga las condiciones del enunciado, si Ca C By C Cb, 
como f > 0, se tiene que 


e E k (1) 


Ahora, dado € > 0, como lím»,->00 fe, f= Sa f, existe M > 0 tal que, si 


r > M entonces 
f—e€ f. 2 
J, = E l ) 


Entonces, eligiendo a,b > M y ko € N suficientemente grandes para que 
Ca C Bko C Cb, combinando (1) y (2), tenemos que 


a E E 


para todo k > ko. Esto prueba que existe lím; Sa, = 

Recíprocamente, supongamos que lím; < f B, es finito para una sucesión 
(Bk) con las propiedades del enunciado. Por (+), y puesto que f > 0, es 
claro que la sucesión f Ba f es monótona creciente. Sea a = lím;—« f B, f. 
Claramente, Sa, f <a para todo k. Pero, por (ii), para cada r > 0 existe k 
tal que C, C Bp, y por tanto 


[rsh 


Fo)= f 1 


es creciente y está acotada superiormente por œ, y por consiguiente existe 
lím, F(r) = f4 f, es decir, f es integrable (impropia) sobre A. 


Así, la función 
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Ejemplo 6.7 Calcular la integral |, aye ("+4 dady, donde A =([(x,y) € 
R?*:x>0,0<y<1). 


En el caso de funciones de una variable, recordemos el criterio de la inte- 
gral, que establece la equivalencia entre convergencia de integrales impropias 
y de series de números reales. 


Teorema 6.8 Sea f : [1,00) — [0,00) una función decreciente. Entonces 
k A > 00 i j E E oo 
la integral impropia Ji f converge si y sólo si la serie X + f(n) converge. 


Igual que antes, es fácil probar un criterio de comparación para esta 
definición más general de integral impropia: 


Proposición 6.9 Sean A un subconjunto no acotado de R”, y f,g : A — 
[0,œ0) dos funciones que son integrables (quizás impropias) sobre cada cubo 
C C R”. Supongamos que f < g y que g es integrable (impropia) sobre A. 
Entonces f es también integrable (impropia) sobre A, y 


fsf 


Por último, consideremos el caso más general posible de integral im- 
propia: la de una función f no acotada, definida sobre un subconjunto 
no acotado A de R”, y que toma valores tanto positivos como negativos. 
Recordemos que la parte positiva de f es ft = máx{f,0}, y que f = 
—mín[f,0) = máx{-f,0} es la parte negativa de f; es obvio que f = 
IF-F y lft. 


Definición 6.10 Sea A un subconjunto de R”. Se dice que f : A — R 
es integrable (impropia) si las funciones f* y f” son ambas integrables 
(impropias), y en este caso se define f Aa f como 


Lo h -h 


Nótese que, como |f| = f+ f~, y f* < |f| > f7, esto equivale a pedir que 
|f| sea integrable. Por eso a veces también se dice que f es absolutamente 
integrable. 


Para terminar, observaremos que casi todas las propiedades de la integral 
estudiadas en el capítulo 4 se extienden sin dificultad al caso de integrales 
impropias. Por ejemplo, el teorema 4.1 sigue siendo cierto en el caso de fun- 
ciones integrables impropias (se invita al lector a justificar esta afirmación). 
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Sin embargo, hay otras propiedades de las funciones propiamente integrables 
que no se extienden al caso de integrales impropias; por ejemplo, el producto 
de funciones propiamente integrables es integrable, pero no es así cuando se 
habla de integrales impropias (ver el ejercicio 6.24). 


Problemas 


6.11 Sea A = [0, 1] x [0,1] C R?. Estudiar la integrabilidad de las siguientes 
funciones sobre A, calculando f 4 f cuando sea posible. 


(a) f(x) = 


a 
k © 


(b) f(x, y) = 





i 


|[2—y 
(c) (00 = aj 


6.12 Estudiar la convergencia de la siguiente integral impropia 


f T dedy, 
AY 


donde A es la región del plano acotada por x = 1, x= y, x = 2y. 








6.13 Sea A una región no acotada del plano que puede describirse como 
A = {(z,y) ER? :a < £ < œ, (£) < y < y(o)), 


donde 9, : [a,oo) — R son funciones continuas tales que p < Y. Sea f 
una función continua y no negativa sobre A. Utilizar el teorema de Fubini 
y los resultados de este capítulo para probar que 


| tenaa f o f(x, y)dydx. 


Formular enunciados análogos para otro tipo de regiones no acotadas del 
plano R? y del espacio R. 


6.14 Calcular la integral f, aye "+ dady, donde A = f(z,y) € R2 : 
2>0,0<y<1). 
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6.15 Usar el problema 6.13 para integrar e” *Y de dos maneras sobre la 
región x > 0, 1 < y < 2. Concluir que 


00 ¿LE _ p—2r 
/ ESTE gye log 2. 
0 £ 


2 „2 
"Y dzdy converge. 


6.16 Probar que la integral Jez e” 
6.17 Sea A un abierto con volumen de R”. Probar que existe una sucesión 
(Kj) de conjuntos compactos con volumen tales que Kj C Kj41 para todo 
j, y A= U K;. Indicación: los K; pueden ser uniones finitas de cubos 
cada vez más pequeños y más numerosos. 


A continuación consideramos algunos ejemplos de integrales impropias 
de funciones de una variable que luego, en alianza con el criterio de compara- 
ción, serán muy útiles para decidir la convergencia o divergencia de integrales 
impropias de funciones de varias variables. De momento no hemos visto más 
que unos pocos ejemplos de integrales múltiples impropias. La razón es que, 
para tratar estos ejemplos, además de los teoremas 6.3 y 6.6 y del teorema 
de Fubini, se necesita (o cuando menos es extremadamente útil) el teorema 
del cambio de variables. En la sección de problemas del próximo capítulo 
veremos más ejemplos de integrales impropias de funciones de varias vari- 
ables. 


6.18 Probar que JE xP dx converge si p < —1 y diverge si p > —1. 
6.19 Por el contrario, f xP dx converge si p > —1 y diverge si p < —1. 


6.20 Demostrar que jí 4Pe "dx converge para todo p € R, y R aPe "dx 
converge si p < —1. 


6.21 Sin embargo, i aPe!/% dx diverge para todo p € R. 


dx 


Ez diverge. 


6.22 Probar que f log rdx converge, mientras que JE 


6.23 Reformular y demostrar el teorema 4.1 para el caso de integrales 
impropias. 


6.24 Sean f(x) = g(x) = 1/yz. Probar que Le fy Ji convergen, y sin 
embargo e fg diverge. 
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6.25 Sea f : [a, oo) — R. Se dice que la integral impropia Jen f es condi- 
cionalmente convergente si existe el límite 


me ffs 


Si f > 0, es obvio que esta integral existe si y sólo f es absolutamente 
integrable, luego esta definición de integral impropia equivale a la dada más 
arriba en el caso de funciones positivas. Sin embargo, estas dos definiciones 
de integral impropia en no coinciden en general: si 


sen T 


f(x) = 





< 


entonces h f es condicionalmente convergente (puede integrarse por partes 
para ver esto), pero no absolutamente convergente (encuéntrese una serie di- 
vergente de números reales que minore a Jj |f|). Poner ejemplos de situa- 
ciones análogas en el caso de integrales de funciones no acotadas definidas 
sobre intervalos acotados. 


6.26 Establecer por qué las siguientes integrales son impropias y determi- 
nar si son convergentes o divergentes. Calcular el valor de las que se pueda. 


(1) f oeza (2) | ze (3) PH 

(4) | Possar (5) J Of de 

o Ea ol ze © | ze 
(10) Je e`? dy an f zde (12) | o 


2 


Se? de. Al © sing 
1 14 —— 1 dx. 
as) f — 4 ( 7 red as) f ES do 














Capítulo 7 


El teorema del cambio de 
variables 


En este capítulo estudiaremos el otro resultado fundamental, aparte del 
teorema de Fubini, que nos ayudará a calcular integrales múltiples sobre 
recintos de forma no rectangular y que además permitirá simplificar el cálcu- 
lo de muchas integrales múltiples (de manera parecida a como un caso par- 
ticular de este resultado, el método de integración por sustitución, simplifica 
el cálculo de muchas integrales de funciones de una variable). Primero enun- 
ciaremos el teorema del cambio de variables y veremos varios ejemplos de 
sus aplicaciones. La demostración de este resultado es larga y complicada, y 
en una primera lectura podría omitirse; lo fundamental es comprender bien 
su enunciado y saber aplicarlo correctamente. 

Antes de enunciar el teorema, recordemos que el (determinante) jaco- 
biano de una aplicación diferenciable f : A — R” (donde A es un abierto 
de R”) se define como 


J f(x) =des(f (1) 


para cada © € A. Un difeomorfismo (de clase CP) g entre dos abiertos A y B 
de R" es una aplicación g : A — B biyectiva y diferenciable (de clase CP), 
tal que su inversa y? : B — A es también diferenciable (de clase CP). 
Recordemos también que, como consecuencia del teorema de la función 
inversa, si A es un abierto de R" y g : A — R” es una aplicación inyectiva y 
diferenciable (de clase CP) en A tal que Jg(z) 4 0 para todo r € A, entonces 
g(A) es abierto en R" y g: A —> g(A) es un difeomorfismo (de clase CP). 


Teorema 7.1 Sean A y B subconjuntos abiertos y con volumen de R", y 
sea g : A — B un difeomorfismo C*. Entonces, para toda función integrable 
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f: BR, la función (f o g)|Jg| es integrable en A, y 


jh: = | renal 


Observación 7.2 Si denotamos g = (91, ..., gn); Y1 = 91(1), -.., Yn = Jn( T); 


y 
Y 0(91, ai Jn) 
dy 
0(z1, es.) In) 
entonces la conclusión del teorema puede escribirse así: 


(g1, ---> Jm 
Jm. + Yn) dy. dm= f Ha Gl a o) 9n) as dEn. 


so 


Es conveniente hacer notar gue el hecho de gue en este teorema A y B 
sean abiertos no supone en la práctica ninguna restricción para el cálculo de 
integrales, ya gue, al tener A y B volumen, sus fronteras tienen medida cero, 
y entonces, por los teoremas 4.1(vii) y 3.6 las integrales sobre la adherencia 
y el interior de A (y de B) coinciden, de modo que 


[sf t= [tonta foo, 


incluso si g dejara de ser un difeomorfismo en la frontera de A o Jg no 
estuviera bien definido en dicha frontera. Se sigue de estas observaciones 
que el enunciado del teorema del cambio de variables sigue siendo válido 
si A y B se reemplazan por conjuntos con volumen cuyos interiores son 
difeomorfos mediante un difeomorfimo g de clase C*. La sección dedicada 
al cambio a coordenadas polares (ver más adelante) ilustrará este hecho. 


Antes de ver ejemplos y aplicaciones de este teorema, esbozaremos una 
justificación intuitiva del mismo. Sea S un rectángulo muy pequeño contenido 
en A. Entonces, como g es un difeomorfismo, g es aprorimadamente una 
aplicación afín en las proximidades de S, y g(S) es aproximadamente un 
paralelepípedo. Si g fuera realmente afín sobre S, el volumen de g(S) sería 
| det glv(S). Como la aplicación y > g(x) + Dg(x)(y — x) aproxima bien a 
g cerca de r y es una aplicación afín, tendríamos que el volumen de g(S) 
sería aproximadamente igual a |Jg|v(S), es decir, haciendo S cada vez más 
pequeño, tendríamos que estas cantidades infinitesimales coinciden: 


f(g(x))|Jg(x)|dz = f(y)dy, 
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luego, sumando todas estas cantidades infinitesimales (es decir, integrando), 
obtendríamos el resultado: 


f toe Jole Jde = | fody 


Veamos ahora algunos ejemplos. 


Ejemplo 7.3 Usando el teorema del cambio de variables, hallar el volumen 
del paralelepípedo engendrado por los vectores (1,1,1), (2,3,1), y (0,1,1) 
en R°. 


SPO 7. : Usando el cambio de variables r = u + v, y = u — v, calcular 
Te Ja zx? + y?)dzdy. 


Hay algunos cambios de variable que son particularmente útiles en mul- 
titud de situaciones prácticas y que por ello merecen una atención especial. 
Los cambios a coordenadas polares, esféricas o cilíndricas son algunos de los 
más empleados. 


Coordenadas polares 
Sea g : R? — R? la aplicación definida por 
g(r,0) = (r cos 0, rsend). 


Aunque g es diferenciable de clase C%, no es inyectiva en todo R?. Sin 
embargo, si la restringimos al abierto U = ((r,0) : r > 0,0 < 0 < 2r} 
entonces sí que es inyectiva (compruébese), y su jacobiano es 


cos —rsenó 


=rcos.0+rsen0=r>0 
senó  rcosó 


Jg(r, 0) = 
en todo este conjunto U, luego por el teorema de la función inversa g : U —> 
g(U) es un difeomorfismo de clase CY; se comprueba inmediatamente que 
g(U) = R? \ ([0,00) x {0}). Es decir, g transforma difeomórficamente la 
banda abierta U sobre todo el plano excepto los puntos de la recta y = 0 
con coordenada x positiva. Como dichos puntos forman un subconjunto de 
medida cero de R?, estos puntos no afectan al valor de las integrales a las que 
se aplique el cambio de variables g (ver la observación 7.2) y, para nuestros 
propósitos de cálculo de integrales, podemos actuar como si g fuera una 
biyección definida de la banda cerrada U = f(r,9) : r > 0,0 < 0 < 2r} 
sobre todo el plano R?. 
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De esta manera, si B es cualquier sunconjunto con volumen de R?, y A = 
g *(B), al aplicar el teorema del cambio de variables a la transformación g 
(y teniendo en cuenta las observaciones anteriores), se obtiene la siguiente 
fórmula: 


| Hleswdody= | frcos9,rseno)rdras 
B A 


Ejemplo 7.5 Sea A = (x,y) € R? : £? + y? < 1). Aplicar el cambio de 
variables a coordenadas polares x = r cos 0, y = rsen? para hallar 


f e" dedy. 
A 


Ejemplo 7.6 Calcular fp log(1?+y?)dxdy, donde D = {(z,y) : x > 0, y > 
0, a? < z? +y? <). 


Ejemplo 7.7 Hallar el área de un círculo de radio r usando el cambio a 
coordenadas polares. 


Coordenadas esféricas 
Sea ahora g : R? — R? la aplicación definida por 
g(r, p, 0) = (r seng cos 0, r sengsend, r cos 9). 


Como sucedía en el caso de las coordenadas polares, g es C pero no es 
inyectiva en todo R3. No obstante, restringiéndola al abierto U = f(r,,0): 
r>0,0<0<2m,0< p< n), y sí es inyectiva (no es difícil comprobarlo), 
y su jacobiano es 


seny cos rcospcosd  —rsengsenf 
Jg(r,p,0) =] senpsen9 rcospseng  rsenpcos9 | = r?senp > 0 
cos © — rseny 0 


en cada (r,p,0) € U, luego por el teorema de la función inversa g : U — 
g(U) es un difeomorfismo de clase C. Se ve fácilmente que g(U) = R? \ 
[(x,y,z) : y = 0,x > 0). Es decir, g transforma difeomórficamente la banda 
abierta U sobre todo el espacio R“ excepto los puntos del plano y = 0 con 
coordenada x positiva. Pero dichos puntos forman un subconjunto de medida 
cero de R3, luego estos puntos no afectan al valor de las integrales a las que 
se aplique el cambio de variables g y, como en el caso de las coordenadas 
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polares, para calcular integrales podemos hacer como si g fuera una biyección 
definida de B = ((r,p,0):r>0,0<0<2r,0< p< T} sobre todo R*. En 
este caso, si B es cualquier sunconjunto con volumen de RÌ, y A = g7*(B), 
aplicando el teorema del cambio de variables a g, obtenemos la siguiente 
fórmula: 





f f(x,y, z)drdydz = i f(r cos Bseny, rsendseny, r cos p)rŽsengdrdydé. 
B A 


Ejemplo 7.8 Sea B la bola unidad de RÌ. Calcular las integrales 


dxdydz 
By2+22+ y? +22 








ra amd 
B 


Coordenadas cilíndricas 


El cambio a coordenadas cilíndricas consiste en hacer un cambio a polares en 
las coordenadas z, y de cada punto (x,y, z) € RÌ, mientras que la coordenada 
z permanece fija. La transformación adecuada es pues 


g(r,0,z) = (r cos 8, rsenó, z), 


donde g está definida en el abierto U =(4((r,0,z) :r >0,0<0< 271], y su 
imagen es todo R? excepto los puntos del plano y = 0 con coordenada x > 0 
(puntos que forman un subconjunto de medida cero de R3). El jacobiano de 
g es en este caso Jg(r,0,z) = r > 0en U. Así, si B es cualquier sunconjunto 
con volumen de R*, y A = 9 '(B), tenemos la siguiente fórmula de cambio 
de variables: 


f f(x, y)dxdydz = | f(r cos 6, rsenó, z)rdrdOdz. 
B A 


Ejemplo 7.9 Calcular fp ze "Y dedydz, donde D = {(z,y, z) : x? +y? 
1,0<2z<1}. 


IA 


Ejemplo 7.10 Calcular fp zy x? + y?dxdydz, donde D = ((x,y,z) : 1 
r? +y? <2,1<z<2}. 


IA 


Ejemplo 7.11 Hallar el valor de 


1 p1 pyi=y 
i f l z(£? + y?)dxdydz. 
0 J—1 4—y1-y?2 
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Demostración del teorema 7.1 


La demostración del teorema del cambio de variables es necesariamente larga 
y complicada técnicamente. Seguiremos estos pasos: 


= Paso 1: Si L: R" — R” es una aplicación lineal y A un conjunto con 
volumen entonces v(L(A)) = | det L|v(A). 


= Paso 2: Si C es un conjunto con volumen tal que C C A, entonces 
g(C) también tiene volumen. 


= Paso 3: Si C C A es un conjunto cerrado y con volumen, entonces 
visto) < | Il 


= Paso 4: Sea C un subconjunto cerrado y con volumen de A. Entonces, 
para toda f : g(C) — R integrable, 


fiat = LED 


= Paso 5: El teorema es cierto, incluso si x > |Jg(x)| o x => 1/|Jg(x)| 
no están acotadas sobre A y las integrales son impropias. 


Paso 1. Comenzamos por probar el teorema en el caso más sencillo, aunque 
no del todo trivial: suponiendo que g es lineal, f = 1 y A es un conjunto 
con volumen: 


Lema 7.12 Sean L: R" — R" una aplicación lineal, y A C R" un con- 
junto con volumen. Entonces L(A) tiene volumen, y 


v(L(A)) = | det L|v(A), 


f 1=/ | det L|. 
L(A) A 


Demostración: Nos bastaría con probar esto en el caso que L es isomorfismo 
lineal (es todo lo que se requiere para demostrar el teorema del cambio de 
variable), pero como el enunciado de este lema es cierto incluso cuando L no 
es isomorfismo, discutiremos también este caso. Si det L = 0 entonces L(A) 


está contenido en L(A), que es compacto y a su vez está contenido en un 


es decir, 
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hiperplano de R”, luego L(A) tiene medida y contenido cero, y la igualdad 
v(L(A)) = |det Llv(A) es trivial en este caso. Podemos suponer entonces 
que det L Æ 0, es decir, L es un isomorfismo lineal. 

Veamos primero que L(A) tiene volumen si A lo tiene. Por el ejercicio 
2.24 sabemos que una aplicación de clase Ct entre dos abiertos de R" trans- 
forma conjuntos de medida nula en conjuntos de medida nula. En particular 
esto es cierto para una aplicación lineal L : R" — R”. Por tanto, si A 
tiene volumen, OA tiene medida cero y L(A) también. Pero, como L es 
isomorfismo lineal, OL(A) = L(9A), de modo que OL(A) tiene medida cero 
y así L(A) tiene volumen. 

Para establecer la igualdad v(L(A)) = |det L|v( A), recordemos que si 
L: R” — R" es una aplicación lineal, entonces existen aplicaciones lineales 
Li,..., Ly : R" — R" tales que L = L10...o Ly y cada L, opera sobre 
cualquier vector x € R” de una de las maneras siguientes: 


(a) Una coordenada de x se multiplica por una constante, y las demás 
coordenadas permanecen invariables; 


(b) Para ciertos i, j (fijos para cada Lx), se reemplaza la coordenada x; por 
zi + zj, mientras que las otras coordenadas permanecen invariables. 


Esto es equivalente a afirmar que cualquier matriz n x n se descompone 
como producto de matrices n x n cada una de las cuales es de uno de los dos 
tipos siguientes: o bien se obtiene de la matriz identidad sustituyendo un 1 
de la diagonal por una constante c, o bien se obtiene a partir de la matriz 
identidad poniendo un uno en vez de un cero en cualquier lugar fuera de la 
diagonal principal. 

Puesto que det L = det £;... det Ly, basta probar el resultado para cada 
una de las L, anteriores. Es decir, podemos suponer que L es de una de 
las formas (a) o (b) anteriores. En efecto, si v(L;(A)) = | det L;|v(A) para 
cada L; y cada conjunto con volumen A entonces, aplicando este hecho 
reiteradamente, obtenemos que 


v(L(A)) = | det L1|| det La]...| det Ly|v(A) = | det Elv(A). 


Veamos pues que si L es una aplicación lineal del tipo (a) o (b) anteriores 
y A es un conjunto con volumen entonces v(L(A)) = | det L|v( A). A tal fin, 
comenzamos considerando el caso especial en que A es un rectángulo, 


A = [a1,b1] x [az, ba] X ... X [an, bnl. 
Si L es del tipo (a), es decir, 


Epos) = (tin Cti Tn) 
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donde c es una constante, entonces es claro que det L = c, y 
L(A) = [a1, bı] X ei X [caz, cba] O © lan, bn], 


sic >0,y 
L(A) = (az, bı] X.. X [cba, cas] X.. X lan, bn], 


cuando c < 0, luego v(L(A)) = |e|v( A) en ambos situaciones, y el resultado 
se cumple para aplicaciones del tipo (a). Supongamos ahora que L es del 
tipo (b), es decir 


L(x1, a) = (xı, PAn E Hem Tj, Ti+1) e 


entonces es obvio que det L = 1, y por tanto sólo hay que probar que v( A) = 
v(L(A)) en este caso. Como 


L(A) = f(x, 000 Zi—1;Ti + Tj; Ti+; Án) : £k E lak, bgl}, 


entonces, utilizando el teorema de Fubini, obtenemos que 


n 


v(L(A)) = YA 1pdx,dx;) II (bk = ax), 


k=1,kżi,kŻj 


donde D = f(zj,xi + zj) € R? : zj € [aj bj], xi € [a;,b;]). Por tanto, 
tendremos lo que deseamos si probamos que 


I lpdzidzj = (bj = aj) (bi = ai). 
D 


Es decir, en realidad basta con demostrar esto en el caso de R?, cuando 
A = [a,b] x [c,d] y L: R? — R? está definida por 


L(x, y) = (1,1 + y). 


Pero esto es ya un sencillo ejercicio que se deja al cuidado del lector (hágase 
un dibujo para convencerse de que v(L(A)) = (b — a)(d— c) = v( A) si no se 
tiene ganas de calcular). 

Este argumento prueba que v(L(A)) = |det Llv(A) cuando A es un 
rectángulo y L es una aplicación lineal del tipo (a) o (b). Veamos por último 
que esta igualdad sigue siendo cierta en el caso de que A es un conjunto 
cualquiera con volumen (y L sigue siendo de uno de esos dos tipos). 

Sea S un rectángulo que contiene a A y tomemos € > 0 cualquiera. Como 
A tiene volumen existe una partición P de S tal que 


E E 
< —— A)— Ela, P) < : 
= [det L|’ y ví ) ( A )< | det L| 





U(1a, P) — v(A) 
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Sean entonces V = V; =U(Q EP: QCA, yW=VW=U(QeP: 
QN A # (). Por lo anterior se tiene que 


v(L(V)= X. vZ0)= Y. |detLiv(Q)= 
OEP, ACA QEP,QCA 
|det L|L(La, P) > | det Llv(A) — e, 


y análogamente v(L(W)) < | det L|v(A) + e. Ahora, como V C AC W, 
tenemos que L(V) C L(A) C L(W), y como ya sabemos que L(A) tiene 
volumen, esto impone que 


| det L|v(A) — e < v(L(V)) < U(L(A)) < U(L(W)) < |det L|v(A) + e, 


y en particular | det L|v(A) — e < v(L(A)) < |det L|v( A) + e. Como e > 0 
es arbitrario se deduce de aquí que v(L(4)) = | det L|v(A). 














Paso 2. Veamos ahora que los difeomorfismos transforman conjuntos con 
volumen en conjuntos con volumen. 


Lema 7.13 Sea g: A — B un difeomorfismo C! entre dos abiertos de R”. 
Si C es un conjunto con volumen tal que C C A, entonces g(C) también 
tiene volumen. 


Demostración: Como g es un difeomorfismo, Og(C) = g(90C). Por el ejer- 
cicio 2.24 sabemos que una aplicación de clase Ct entre dos abiertos de 
R” transforma conjuntos de medida nula en conjuntos de medida nula. En- 
tonces, como ðC tiene medida nula (puesto que C tiene volumen), resulta 
que Og(C) = g(0C) tiene también medida nula, lo que significa que g(C) 
tiene volumen. 














Paso 3. Veremos que si Č C A es un conjunto cerrado y con volumen, 
entonces 


v(g(C)) < jh |Jg]. 


A tal fin, probaremos primero una versión aproximada de este hecho para 
el caso en que C es un cubo, de lo cual deduciremos el caso general. 
Recordemos que la norma ||- || : R” — R definida por 


lello = sup |z:| 
1<i<n 
tiene la propiedad de que para todos © € R” y r > 0, 


Bolx,r) = {y E R” : |y —tllo < r} = [11 =r, zı +r] x... X [En — r, lp +r], 
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es decir, la bola Bo(x,r) es un cubo de centro x y lados de longitud 2r. 
Obviamente, todo cubo C en R" puede expresarse de esta manera para 
ciertos x y r. El siguiente lema nos da la clave de la demostración de este 
paso: 


Lema 7.14 Sea g: A — B un difeomorfismo C* entre dos abiertos de R" 
y K un compacto contenido en A. Entonces, para todo e > 0 existe un ô > 0 
tal que, si Q es un cubo de lados menores o iguales que ô yx E QN K, se 
tiene 


v(g(Q)) < (1 +e)”| det j'(x)|v(0). 


Demostración: Como g' y (g7*) son continuas en el compacto K, ambas 
aplicaciones están acotadas en K, y por tanto existe una constante M > 0 
tal que, para todo x € K, los isomorfismos lineales g'(x) satisfacen que 


1 
yq loo < ll) llo S Mizo, 


para todo z € R”, lo cual equivale a decir que, para todo r € K, y para 
todos y € R”, r > 0, 


r 
Balg (2)(y), 37) S 9'(7)(Bao(y, r) € Bolg (24), Mr). (1) 
Por otra parte, como g es de clase C* en el compacto K C A, g es uniforme- 
mente diferenciable en K (ver problema 7.29), es decir, dado € > 0, existe 
01 > 0 tal que 

E 


sz (2) 


lg(y+ h)— gly) — (y Milo < 


para todos y € K, ||h|| < ô. Además, como g’ es uniformemente continua 

en el compacto K, existe 02 > 0 tal que 

(0) — (WI S 557 
T 2M 


para todos x, y € K con |x — yllo. S 9, lo que conlleva 


/ / E 
lg (z)h) = g (v)(h)oo S zzz lll (3) 


para todos x, y € K, h € R”, con |z—1y||o < ô2 y ||h|| < 02. Ahora, tomando 
ô = mín{ô1, ô2} y combinando las desigualdades (2) y (3), tenemos que 


laty +h) = gy) — d'(e)(h)Iloo < yz le. (4) 
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es decir, para todo x, y € K con ||æ — yll < ô y |h|| < č, se tiene que 
gly + h) — [gly) + 9 (<)(m)] € Bo(0, 17 11) C 9 (2) (Bo(0, eljhll)), 
lo que implica que 
aBoly,r)) C gly) + g'(£)(Bæ(0,r)) + 9 (2)(Boo(0, er)) 
C gly) + g'(£)(Bæ(0,r(1 +e))) 


para todo x,y € K con z € Bauly,r), r € (0,0), y por tanto, tomando 
volúmenes y teniendo en cuenta el paso 1, 


v(9(Bao(y,r))) < vlgly) + 9 (e)(Bo(0,r(1 + £)))) = 
v(g'(x)(Bæ(0,r(1 + £)))) = | det g'(z)|v(Bxo(0,r(1+ e))), 


y, como v(Bx+(z,t)) = (2t)” para todo z € R" y t > 0, esto equivale a 


v(g(Boly,r))) < | det g'(x)|(2r)"(1+e)" = 
(1+€)"|det g'(x)|v(Boly,r)) 


para todo y € K, € KM Bs(y,r), r € (0,0). Esto prueba que, para todo 
€ > 0 existe un ô > 0 tal que para todo cubo Q de centro y € K cuyos lados 
midan menos que 0, y para todo r € K N Q, se tiene 


v(g(Q)) < (1 +e)”] det g'(z)|v(0). 


Ahora ya podemos deducir el resultado principal del paso 3: 


Lema 7.15 Sea g: A — B un difeomorfismo C* entre dos abiertos de R" 
y sea C un cerrado con volumen contenido en A. Entonces, 


v(g(C)) < / |Jg(e)|de. 


Demostración: Sea s = disteo(C,0A). Como C es un compacto contenido 
en el abierto A, se tiene s > 0. Sea K = {x € A : disto(x,C) < s/2); 
claramente K es un compacto contenido en A. Además, cualquier cubo Q 
de lados menores que 01 := s/2, y cuya intersección con C sea no vacía, 
estará contenido en K. 

Ahora, aplicamos el lema anterior (7.14) a nuestro compacto K: fijado 
un € > 0 arbitrario, existe 02 > 0 tal que, si Q es un cubo de lados menores 
o iguales que 02 y x € QN K, se tiene 


v(g(Q)) < (1 +e)”] det g'(z)|v(0). (5) 


70 CAPÍTULO 7. EL TEOREMA DEL CAMBIO DE VARIABLES 


Por otro lado, como la aplicación x => |Jg(x)| es continua en el compacto 
C, que tiene volumen, |Jg] es integrable en C. Sea S un cubo que contenga 
a C. Al ser |Jg| integrable en C, dado € > 0 existe 03 > 0 tal que para 
cualquier partición P de S en cubos (Q;,..., Qy cuyos lados miden menos 
que 03, y 11 € 51, ..., Ty E Sw cualesquiera, se tiene que 


N 
a- AS 


y por tanto 
N 


V alol) < | Wal +e (6) 


i=1 C 


Sea ahora ô = mínfÓ1,02,03). Fijemos P una partición cualquiera de S en 
cubos de lados menores o iguales que 0, y sea 


P.={QE P: QNC #0}. 


Para cada Q € P escojamos xq € Q de tal manera que zo € QN C cuando 
Q € P.. Como d < d1 = s/2, se tiene ro € Q C K para todo Q € Po, y 
entonces, por (5) y (6), 


v(g(Q)) < (1+e)"|Jg(zo)|v(0), y `> |Jglzo)lv(Q) <| |Jgl +e 
QEP. = 


para todo © € P.. 
Entonces, aplicando el Lema 7.14 y el Teorema 4.1(vi¿), obtenemos que 


v(g(C)) =v L] (CNR) = X uUaenQ)= X aacna)) 


QEP QEP QEP: 
< Y WQ) < Y (1+4)"|Jg(20)|v(0) 
QEP: QEP: 
= (1+6)" Y |Jg(2o)|lc(re)v(0) < (1+ el / Jal +0), 
QEP C 
es decir 
AO) < (1+e)*( / Jal + e). (8) 


Finalmente, teniendo en cuenta que en todo este razonamiento e > 0 es 
arbitrario e independiente de C, haciendo tender e a cero en la desigualdad 
(8), obtenemos lo que deseabamos: v(g(C)) < f1Jgl. 
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Paso 4. Lo más duro de la demostración del teorema del cambio de variables 
ya ha pasado, y estamos en condiciones de probar el teorema para cualquier 
subconjunto cerrado y con volumen de A: 


Lema 7.16 Sea g: A — B un difeomorfismo C* entre dos abiertos de R" 
y sea C un subconjunto cerrado y con volumen de A. Entonces, para toda 
función f : g(C) — R integrable, 


fia t= [eo 


Demostración: Como las aplicaciones x => |Jg(x)| y x > 1/|Jg(x)| son 
continuas en los compactos C y D = g(C) respectivamente, ambas están 
acotadas en dichos conjuntos, que además tienen volumen (paso 2), y por 
tanto |Jg| es integrable en C y |Jg7*| = 1/|Jg| es integrable en D. Además, 
si S es un rectángulo que contiene a C y D(f) es el conjunto de discon- 
tinuidades de la extensión canónica de f a S, es claro que D(f) C By D(f) 
tiene medida cero (por ser f integrable en g(C)), luego, como g7*: B — A 
es de clase Ct, se tiene que g*(D(f)) tiene medida cero (ejercicio 2.24). 
Pero, como g es un difeomorfismo, g *(D(f)) es precisamente el conjunto 
de discontinuidades de f og, denotado por D(f og). Por tanto D(f og) tiene 
medida cero, y así f o g es integrable en C. 

Sea S un rectángulo que contenga a g(C), y extiéndase f a S poniendo 
f = 0en SY g(C) como de costumbre. Sea P una partición cualquiera de 
S en subrectángulos S1,..., Sy. Utilizando el resultado del paso anterior y 
el hecho evidente de que m(f, Si) = m(f o g, g*(S;)), así como el teorema 
4.1(vii), tenemos que 


N N 
L, P) = YO mig, SAS) = V ml, Solo) 
l i=1 
2 N 
= M = m „Si J 
DDT | AD | mno 


N 
= m(fog, 9 H(S;))lJg| < og)|Jg| = 
Df, musas Y | Wooda 


(og)ldsl= f Caa 
g71(S) go*(9(C)) 


es decir, 


(fo g)|Jg], 


= 
< 
| 
> 


L(f.P) < [renal 
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Como esto vale para cualquier partición P de S y f es integrable en g(C), 


se deduce que 
f t< | oola (9) 
g(C) C 


Por supuesto, todo lo gue se ha hecho hasta ahora, y en particular esta 
última desigualdad, se puede aplicar al difeomorfismo g7* : B — A en lugar 
de g, y a cualquier función integrable h : C = 9 *(g(C)) — R. Así pues, si 
ponemos g”! en lugar de gy h = (f o g)|Jg| en lugar de f en la desigualdad 


(9), obtenemos 


[odds f Gosododd =f + a 
C g(C) g(C) 
ya que g o g7} = I, luego I = (g/0g7*) o (g7*), donde I es la aplicación 
identidad, y tomando determinantes, 1 = (|Jg| o g71)|Jg”*!|. 

Finalmente, combinando las desigualdades (9) y (10) obtenemos el re- 


sultado que buscábamos: 
f t= | Eoo 
g(C) C 


Paso 5. Para terminar este capítulo veremos gue el teorema del cambio 

de variables es cierto tal y como está enunciado, incluso si © > |Jg(x)| o 

x- 1/|Jg(x)| no están acotadas sobre A y las integrales son impropias. 
Sea (Kn) una sucesión cualquiera de compactos con volumen tales que 


oo 
Kn C Kn+1 para todon, y A = U Ky. 
n=l 
Por el teorema 6.3), para probar que (f o g)|Jg| es integrable en A (quizás 
impropia) y que f4(f o g)|Jg| = fp f, basta ver que 
m | Gogl= f +. 
9 Kn B 


n—> 


Ahora bien, como g : A — B es un difeomorfismo, (g(Kn)) es una sucesión 
de compactos con volumen tales que 


00 


g(K,) C g(K,+1) para todon, y B = U g(Kn). 


n=1 
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Entonces, como f es integrable (quizás impropia) sobre B, esto implica (otra 
vez por el teorema 6.3) que 


lím f pe I z 
10 Jg(Kn) B 


pero, por el resultado del paso anterior, 


= L = (10939) 


luego, combinando estas dos últimas igualdades obtenemos lo que deseamos: 


Jím ona = f s 


N—00 K. 
n 


Problemas 


7.17 Determinar el área de la región acotada por las curvas xy = 1, ry = 2, 
y = 2? e y = 22?, por medio del cambio de variables u = xy, v = y/2?. 


7.18 Hallar el volumen de la región determinada por la intersección del 
cono sólido 2? > 12 + y? y la bola z? +y? +2? <1. 


7.19 Usar coordenadas cilíndricas para hallar el volumen del sólido T' lim- 
itado superiormente por el plano z = y e inferiormente por el paraboloide 
z= + y?. 


7.20 Demostrar que el volumen de un cono circular de radio de la base r 
y altura h es Trh. 


7.21 Calcular 





1 
dxdydz, 
nar á 


donde D es la bola unidad de R. 
7.22 Utilizando coordenadas polares, calcular las integrales: 
(a) Jpsin(x* + y?)dxdy, siendo D = {(z,y) E€ R? | x? +y? < 1). 


(b) fp lx + yldrdy, siendo D =([(x, y) E€ R? | x? +y? < 1). 
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(c) fp log(x? + y?)dxdy, siendo D = f(z,y) ER? | a < z? +y? < b,x > 
0,y > 0). 


(d) fp(x* + y?) *dxdy, siendo D = {(z,y) ER? | 1 < z? +y’ < 4,0 < 
y < z}. 


7.23 (a) Hallar el área limitada por las curvas en polares: p = acos y 
p = a(1 + cos); (a > 0). 


(b) Hallar el área limitada por la curva en polares: p = a| sin 30|; (a > 0). 


(c) Hallar el área limitada por la lemniscata: (12 + y?)? = 2a(x? — y?); 
(a > 0). 


7.24 Se considera la transformación (u,v) = (už — v?,2uv); sea D = 
[(u,v) E R? | 1 < u? +0? < 9,u > 0,v > 0). Determinar el conjunto o(D) y 
calcular su área. Indicación: ¿Qué es $(z) cuando z = u + iv es un número 
complejo? 


7.25 Se considera la transformación (u,v) = (r = u + v, y = v — u?); sea 
D el triángulo de vértices (0,0), (2,0) y (0,2) en el plano (u,v). Comprobar 
que $ es un cambio de variables alrededor de D. Determinar el conjunto 
o(D) y calcular su área. 


7.26 Utilizando cambios de variable, calcular: 


(a) Jp(x* + y*)drdy, siendo D = {(x,y) E R? | 1 < x? — y? < 9,2 < £y < 
4). 

(b) fp pp 42dy, siendo D = f(x,y) € R? | 1 < 4z? + y? < 16,2 
0,y > 0}. 


IV 


(c) Jp(x" + y*)dzdy, siendo D =((x, y) € R? | a? — y? < 1, ly] > 1). 
7.27 Calcular: 
(a) fy(x* + y?) dxdydz, donde V =([(x,y,2) E€ R? | z? +y? < 22 < 4). 


(b) de zdrdydz, donde V = [(x2,y,2) € R3 | £? +y? +2? <1,x >0,y 
0,z > 0}. 


IV 








(c) fy z(x + y)drdydz, donde V está limitado por: z = 0, z = a, vy až, 
2(x + y) = 5a, (a > 0). 
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(d) fy e“drdydz, donde V = { (x,y,z) E R? | £? +y? +2? <1}. 


(e) Jy zsin(z? + y*)drdydz, donde V = ((x,y,z) € R? | o < (R? — r? — 
yy A), (R> 0). 


(©) Jy |z|drdydz, donde V =[(x,y,2) E R? | x? +y? < 1,2? < x°}. 
(g) EA + y? + 22) dxzdydz, donde V = f(x,y,z) € R? | a? < z? +y? + 
Ž < p2 
Pk oa © 
7.28 Calcular el volumen de los cuerpos siguientes: 
(a) El cuerpo limitado por los cilindros z? +y*=1ly12+22=1. 


(b) El cuerpo limitado por la superficie z = 1? + y? y los planos z = 2 y 
z=4. 


(c) El cuerpo limitado por una esfera de radio R y un cono de ángulo en 
el origen 2a, si el vértice del cono está en el centro de la esfera. 


(d) El cuerpo limitado por la esfera £? + y? + 22 = a? y el cilindro (z — 
a/2)* + y? = a? /4. 








(e) El cuerpo limitado por las superficies x+y = z; zy =1,y=1,y=2x, 
2 =0. 


7.29 Se dice que una aplicación g: AC R" — R” es uniformemente 
diferenciable en U C A si es diferenciable y además, para todo € > 0 existe 
ô > 0 tal que 

llg(y) — g(x) — (ey — <) < elly — e 
para todos x, y con x € U, lly — xl] < ô. 

Probar que si g : A C R" —> R" es de clase C entonces, para todo 
subconjunto compacto K C A, g es uniformemente diferenciable en K. 
Indicación: Reducirlo al caso de una función que g que tome valores es- 
calares. Utilizar el teorema del valor medio y que la derivada g’ es uniforme- 
mente continua en el compacto K. 


7.30 Calcular, mediante una transformación previa de coordenadas, las 
integrales: 


(a) f 0 ské fo zv x? + y?dzdydz (a cilíndricas). 


(b) ~ P Je sy (2? + y?)dzdydz (a esféricas). 
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7.31 Hacer un cambio de variables a coordenadas polares y usar los teo- 

: A 2_,2 sl 
remas sobre integrales impropias para calcular Jez e * "Y dxdy. Después, 
utilizar el teorema de Fubini para probar que 


/ e? da = yr. 


7.32 Enunciar y probar una versión del teorema del cambio de variables 
para difeomorfismos C* entre abiertos posiblemente no acotados e integrales 
impropias. 


7.33 ¿Para qué valores de p es la función 
Teya = (a +y 42) 


integrable sobre B, donde B es la bola unidad euclidea de R*? ¿Para cuáles 
lo es sobre R? \ B? 


7.34 Sea A = {(x,y) € R? : 12 + y? < 1) la bola unidad abierta en el 
plano. Hallar el valor de las siguientes integrales impropias: 


(a) fa [1— yz? + y?]dxdy, para p < —1. 


(b) Ja Tady. 


7.35 Deducir fórmulas para el volumen de cuerpos de revolución en R*. 
Después calcular el volumen del toro engendrado al girar una circunferencia 
de radio r y centro (a, 0,0) situada en el plano y = 0 alrededor del eje z (se 
supone 0 < r < a). 


Capítulo 8 


Teoremas de convergencia y 
derivación bajo el signo 
integral 


En este capítulo estudiaremos sucintamente bajo qué circunstancias puede 
intercambiarse el orden de la integral con las operaciones de paso al límite 
más habituales en el análisis, tales como la convergencia de sucesiones y 
series de funciones o la derivación. 

Una de las principales desventajas de la integral de Riemann frente a la de 
Lebesgue (que se estudia en cursos más avanzados) es que el límite puntual 
de una sucesión de funciones integrables Riemann no es en general integrable, 
y la convergencia puntual no es suficiente para poder intercambiar el orden 
de las operaciones límite e integral. Los ejemplos siguientes ilustrarán este 
hecho con más precisión. 


Ejemplo 8.1 Sea (r;)2, una enumeración de los números racionales del 
intervalo [0,1]. Para cada k € N definamos fx : [0,1] — R como fk = 
Lir, rp} es decir f(x) = 1 si x= rj para algún j con 1 < j < k, y f(x) =0 
en caso contrario. Si A = [0,1] AQ y f = ly, es claro que 


Jím fale) = Hle) 


para todo x € [0,1]. Cada fx es integrable por ser igual a la función cero 
salvo en una cantidad finita de puntos. Sin embargo, f = 14 no es integrable. 


Incluso cuando el límite puntual f de una sucesión de funciones inte- 
grables (fg) en un conjunto A sea integrable, en general no será verdad que 
líMk—>oo Sa fk = Ja f, como prueba el siguiente ejemplo. 


TT 
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Ejemplo 8.2 Para cada k € N, k > 2, definamos fp: [0,1] — R por 


y sea f = 0. Es claro que lím; 00 fila) = f(x) = 0 para todo x. Las 
funciones fg son todas integrables, con Jo fk = 1, y por supuesto f = 0 es 
integrable, con de f = 0. Obviamente, 


1= jm [nf 1=0 


No obstante, cuando la convergencia de fx a f es uniforme en A entonces 
sí es cierto que f es integrable Riemann cuando las fg lo son, y se cumple 


que 
jm f i= 1 ji 


Teorema 8.3 Sea A un subconjunto acotado de R”, y (fp) una sucesión de 
funciones integrables gue converge uniformemente en A a una función f. 
Entonces f es también integrable en A, y 


dm JE 4, 


Demostración: Sea S un rectángulo gue contenga a A, y extendamos cada 
una de las funciones fk, y también f, a S, haciéndolas valer cero en SA A. 
Es claro que estas extensiones tienen la propiedad que fx converge a f 
uniformemente en S. Para cada k € N, sea Dy el conjunto de los puntos de 
discontinuidad de la función fi (extendida). Sea 


ao 


k=1 


Es evidente que todas las funciones fi son continuas en B, y además fx 
converge uniformemente a f en B C S. Entonces, como el límite uniforme 
de una sucesión de funciones continuas en un conjunto es continuo en ese 
conjunto, se tiene que f es continua en B. Por tanto, el conjunto D de los 
puntos de discontinuidad de f está contenido en SX B = UZ“ Dx, que tiene 
medida cero por ser unión numerable de conjuntos de medida cero (los Dz 
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tienen medida cero porque cada fp es integrable). Luego D tiene también 
medida cero y así f es integrable. 

Veamos ahora que lím; oo f4 fk = Ja f- Dado e > 0, puesto que fk > f 
uniformemente en S, existe ko E N tal que si k > ko entonces 


flo) — f(x)| < 


€ 
v(S) 





para todo x € S. Entonces, si k > kg, se tiene 


fn- 11< | 1-1= [As | = 


Por tanto límk>o f4 fk = Sa F- 
De aquí se deduce inmediatamente el siguiente corolario. 


Corolario 8.4 Sea A un subconjunto acotado de R”, y (fk) una sucesión 
de funciones integrables tal que la serie X, f converge uniformemente 
en A a una función f. Entonces f = XZ] fx es también integrable en A, y 


[2/5 


A continuación probamos un resultado que justifica la derivación bajo el 
signo integral. Utilizaremos la siguiente notación. Si f : Ax B C R” xR” — 
R, para cada y € A consideramos la función fz: B —>R definida por 


Feo (Y) = f (£o, y) 
y, si existe la derivada de esta función f. en un punto yo € B, denotaremos 


(0,40) = feo (Yo), 
y 


es decir, E es la derivada parcial de f con respecto de la variable vectorial 


; ; OE 3 
y. Obsérvese que, según esta definición, 55 (r, y) no es un número, sino una 
aplicación lineal. Entenderemos entonces que 


Of 
Pá : d 
i a y)dx 


denota la forma lineal que a cada h € R"" le asigna el número 


of 


y 2 y)(h)dz. 
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Teorema 8.5 Sea U un subconjunto compacto de R” x R”, y sea f : U — 
R una función continua tal que la función derivada (x,y) > E(w, y) existe 
y es continua en todo U. Entonces, si A y B son subconjuntos con volumen 
de R” y R” respectivamente, tales que B es abierto y Ax BC U, se tiene 


que la función F : B — R definida por 


F(y) = f sena 


es diferenciable en B, y 


ck 


F'(y) = : By © Dde 


para todo y € B. 


Demostración: Para cada (x,y) € Ax B, y h € R”, por el teorema del valor 
medio sabemos que existe C. y, en el segmento [y, y + h] tal que 


E E (ca (0. a) 


Como la función (x,y) —> E(w, y) es continua en el compacto U, es uni- 
formemente continua en U y en cualquier subconjunto suyo; en particular 


E es uniformemente continua en A x B. Entonces, dado € > 0, existe ô > 0 


tal gue 
Of € 





pel 
dy 


para todos z, y € B tales que |z—y|| < ô, y en particular, como ||c. yn =yl| < 
Ô por estar Cz,y,n en el segmento |y, y + h] y ser ||h|| < ô, se tiene que 


of of € 
ly (© Cow) = ay (© < Ti (2) 





si (x,y) € Ax B y |h|| < 9. Entonces, usando (1) y (2) e integrando en zx, 
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obtenemos que, para todos y € B y h € R” con ||h]| < ô, 
|F(y+h)— Fly) ESD 
a | | teuta- | fende- f Elevar 
=| f itey +) — Fey) — SE nda] 
=| f ÈE tecna) — SE, vyraz 
<f liee) = P Ihlas < f rito = elh. 





Esto prueba que para todo y € B y todo € > 0 existe ô > 0 tal que 


of 
AGO! 





|F(y +h) — F(y) h)dx| < e||h|| 


si ||h|| < ô, lo que significa que F es diferenciable en B, con 


F (y) = o —— (x,y) 


para todo y € B. 

Una demostración alternativa de este resultado puede obtenerse gene- 
ralizando la solución del problema 5.12 (es decir, combinando el teorema de 
Fubini con el Teorema Fundamental del Cálculo) para obtener que 


OF of 
== — (z, y)dx 
Oyj a v) 


para cada j = 1,..., m, y después usar el Teorema 8.3 para probar que todas 
las derivadas parciales de F son continuas, de donde se sigue que F es de 
clase C1. Se dejan como ejercicio al cuidado del lector los detalles de esta 
otra demostración. 


Problemas 


8.6 Sea (fn) la sucesión de funciones fn : R — R definidas por 


na? 


1+ nrt 


falx) = 
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Estimar las normas uniformes || follo. de esta sucesión de funciones, y de- 
mostrar que la serie de números reales X% ||fn]|| es convergente. Concluir 
. . 00 . . 
que la serie de funciones X 71 fn converge uniformemente en R a una cierta 
ni ; ; 1 > 
función continua f. Después calcular je f (obtener una expresión de esta 
integral como una serie de números reales). 


8.7 Hallar el siguiente límite: 


2 5. „4 
1 m 
lím f Po e7? -2 dedy, 
A 


n—>00 n2 





donde A = [(x,y) ER? : x? + y? < 1). 


T 


8.8 Si a > 0 demostrar que lím, f unes dx = 0. ¿Qué sucede si a = 0? 


a 
8.9 Calcular lím,, pe z” sin 1 dx. 
8.10 Calcular lím, J era da y ím, aE ren? dr. 


8.11 Calcular la diferencial de la función F : R? — R definida por 


1 pl 
ra= J | sen (sxy)e'dsdt. 


8.12 Hacer lo mismo con la función F : R? — R definida por 


x 1 
F(x,y) a ytetde + | sen (zyt)dt. 
0 0 
8.13 Calcular, para cada t € R, el valor de la integral 


/ cos(ta)e= dz. 


—00 


Indicación: Considerar la función F(t) = [2% cos(tx)e™® dx y derivarla us- 
ando el teorema de derivación bajo el signo integral; después desarrollar la 
expresión obtenida integrando por partes; finalmente resolver la ecuación 
diferencial así hallada. Recuérdese también que F(0) = f2 e? da = VT. 


Capítulo 9 


Integrales sobre caminos 


Hasta ahora hemos estudiado integración de funciones sobre conjuntos 
(con volumen) de R”. En este y los próximos capítulos discutiremos la in- 
tegración de funciones sobre caminos y superficies en R? y en R3, y las 
relaciones que pueden establecerse entre las diversas clases de integrales 
(por ejemplo, entre una integral sobre una superficie y otra sobre un camino 
cuando éste es el borde de aquélla, relación explicada por el teorema de 
Stokes). Estos tipos de integrales se utilizan con frecuencia en la física y de 
hecho su definición se hace más natural cuando se explicita alguna de las 
posibles interpretaciones físicas. Así, por ejemplo, la integral de linea (esto 
es, de un campo vectorial a lo largo de un camino) puede interpretarse como 
el trabajo realizado por una fuerza sobre una partícula que recorre dicho 
camino. 

Comenzaremos este capítulo definiendo la longitud de un camino, y de- 
spués estudiaremos las integrales de funciones escalares a lo largo de caminos 
(integrales de camino) y las integrales de funciones vectoriales a lo largo de 
caminos (integrales de linea). En este capítulo, como en todos los siguientes, 
|| -|| denotará la norma euclidea en R”. 

Recordemos que un camino y en A C R" es una aplicación continua de 
un intervalo [a,b] de R en A. Se dice en este caso que el camino y une los 
puntos p = y(a) y q = y(b). Si qı : [a1,b1] — A y %2 : la2,b2] — A son 
dos caminos en A tales que y1(b1) = ya(a2) (es decir, y2 comienza donde y1 
acaba), se define la concatenación y = y1 * ya de y1 y y2 como el camino 
y: lai, bi + bs — aa] — A, 


a mít) site [a1,bi]; 
alt +a — bı) si t € [b1,b1 + bə — ao]. 


Más en general, si y1,..., Yk son caminos en A, se puede definir su concate- 
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nación yı * ... * y por inducción de manera evidente. A la imagen y((a, b]) 
de un camino y : [a,b] — A se le llama traza de y. Si y = y1 *... * yg es 
una concatenación de varios caminos, es claro que la traza de y es la unión 
de las trazas de todos los y;. Finalmente, si y : [a,b] — A es un camino en 
A entonces el camino inverso 7 : [a,b] — A definido por 


IE =1(b+a—1) 


tiene la misma traza que y, sólo que la recorre en sentido inverso ( une y(b) 
con y(a)). 


Definición 9.1 Si y : [a,b] — A es un camino, se define la longitud de y 
como 


N 
Ly) = sup(Y lyti) — yltin ll: a = to < tı < ~.. < tN =b, N E N}; 
i=l 


cuando este supremo es finito se dice que y es un camino rectificable, o sim- 
plemente que tiene longitud finita. Nótese que el supremo se toma respecto 
de todas las posibles particiones P = {a = tọ < tı < ... < ty = b} de [a,b]. 
La longitud de y es, pues, el supremo de las longitudes de todos los caminos 
poligonales que aproximan a y. 


A continuación enumeramos algunas propiedades elementales de la lon- 
gitud de caminos. 


Proposición 9.2 Si y : [a,b] — A es un camino, entonces 


(1) Uy) > IIy(b) —y(a)|| (dicho de otra manera, la linea recta es el camino 
más corto entre dos puntos); 


(2) Sip: [c,d] — [a,b] es una función biyectiva, entonces L(y) = (yop); 
(3) Si y = m *...* y es concatenación de varios caminos, entonces 


AN sin) +1 +2): 


(4) El camino inverso y satisface que L(y) = L(y); 


(5) Siy es Lipschitz entonces L(y) es finita; en particular, si y es de clase 
CT en todo [a,b] entonces tiene longitud finita. 
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(6) Si y tiene longitud finita l, entonces la función A : [a,b] — [0,1] 
definida por 
ACE) = (11,1), 
donde Ya] es la restricción de y a [a,t], es monótona creciente y 
continua. 


La demostración de las propiedades (1) a (5) es sencilla y se deja al cuidado 
del lector. También es inmediato que la función A de la propiedad (6) es 
creciente. Veamos cómo puede probarse que A es continua en todo pun- 
to to € [a,b]. Basta demostrar que los límites laterales de A en tọ son 
ambos iguales a A(to). Veamos por ejemplo que lím, „+ At) = Alto) (la 
demostración es totalmente análoga cuando se considera el límite por la 
izquierda). Puesto que, por la propiedad (3), es A(t) = Alto) + L(Yito +), 
puede suponerse sin pérdida de generalidad que ty = a. Debemos probar, 
por tanto, que lím; „4+ A(t) = 0 = A(a). Como A es creciente, de lo contrario 
tendríamos que 
A(t) > € > 0 para todo t > a, 


donde e := lím, „4+ A(t). Al ser y continuo en a, podemos encontrar 00 > 0 
tal que 


yt) — v(a) [| < 


siempre que t— a < 00. Por otro lado, como A(b) = (7) es finita, existe una 
partición to = a < tı <... < ty = b de [a,b] tal que 


ajo 


N 
Y Its) -t-l 2 A8) — $ (+) 
j=1 


Evidentemente podemos suponer (añadiendo a + 00 a esta partición de [a,b] 
si fuera necesario) que tı — to < 00, y por tanto ||y(t1) — ylto)|| < €/4, lo que 
combinado con (*) nos da 


Lhe 6-2 A) = $, 


pero 
N 


Ein o) 22m vl), 


luego 
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y así, usando la propiedad (3), obtenemos 


X6) = A(h) + U) 2 E + M0) — É = Al) + É, 











luego 0 > e, lo que es absurdo. 





Es evidente que dos caminos diferentes pueden tener la misma traza. 
Por ejemplo, las curvas a(t) = (cost,sent) y B(t) = (cos(2£), sen (2t)), con 
0 < t < 2r, tienen la misma traza, a saber, la circunferencia unidad, pero 
mientras el primero la recorre solamente una vez, el segundo lo hace dos 
veces ya que viaja el doble de rápido. Por esta razón la longitud de G es 
también el doble que la de a. Sin embargo, cuando dos caminos con la mis- 
ma traza son inyectivos, o cuando son inyectivos salvo en una cantidad finita 
de puntos, ambos tienen la misma longitud (ver el ejercicio 9.17); esto es una 
consecuencia directa de las propiedades (2) y (3) de la proposición anterior. 
Por lo tanto, la longitud de la traza de una curva es independiente de la 
parametrización de ésta, siempre que se trate de parametrizaciones inyecti- 
vas salvo quizás en una cantidad finita de puntos. Más adelante volveremos 
sobre el concepto de reparametrización de un camino. Ahora conviene de- 
tenernos para estudiar un modo más práctico de calcular la longitud de un 
camino que el de aplicar directamente la definición 9.1. 

Cuando un camino es lo suficientemente regular, su longitud puede cal- 
cularse mediante una integral (quizás impropia, o incluso divergente). Un 
camino y : [a,b] — R" se dice que es de clase Ct a trozos si su derivada 
existe y es continua salvo quizás en una cantidad finita de puntos de [a,b]. 
En lo que sigue, consideraremos casi exclusivamente caminos de clase C1 
a trozos, de modo que los lectores poco pacientes muy bien podrían tomar 
la fórmula (1) de la siguiente proposición como una definición y saltarse su 
demostración. 


Proposición 9.3 Sea y : [a,b] — R" un camino de clase C* a trozos. 
Entonces 


b 
Um = f Old. (1) 


Es conveniente observar que no todos los caminos continuos y C1 a trozos 
tienen longitud finita (ver ejercicio 9.15); por tanto la integral T IO ld 
puede ser infinita. Lo que nos dice (1) es que /(y) es finita si y sólo si 
Í l Iv (0) dt lo es, y en este caso estas dos cantidades valen lo mismo. 


Demostración: 
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Caso 1. Consideraremos primero el caso en que y es de clase Ct en todo el 
intervalo [a, b]. Como este intervalo es compacto, la derivada y es uniforme- 
mente continua y acotada en [a,b]. En particular t > ||n(t)|| es integrable 
en [a,b] y j ly (t)||dt es finita. También sabemos que Z(y) es finita, puesto 
que y es Lipschitz. Por tanto en este caso sólo tenemos que probar que 
Uv) = S? ||h/(t)||dt. Veámoslo. 

Como la derivada de y es continua en el compacto [a,b], sus funciones 
componentes 1, ..., Y, son uniformemente continuas en fa, b], lo que supone 
que la función 


2 


[a, 8 > (s",...,s") > |) tr 
j=1 


es uniformemente continua en [a, bj”, y por tanto, fijado e > 0, existe 01 > 0 
tal que si s/,s € [a,b], j =1,...,n, y |s? — s| < 01 entonces 


2 2 


SON - 2 há) TOT (2) 


Ahora, como ||” || es integrable sobre [a, b], por el teorema de Darboux, existe 
02 > 0 tal que, si P = [tp =a < ti <... < ty = b} es una partición de [a,b] 
en intervalos de longitud menor o igual que d2 entonces 


b N š 
|f wola -Drede =] S 5 (a) 


Por otro lado, por definición de /(y), y teniendo en cuenta que esta longitud 
es finita, existe P = [tg =a < tı < ... < ty = b} partición de [a,b] tal que 





N 
(1) — Y Int) — (till < 3- (4) 
i=1 


No hay inconveniente en suponer (añadiendo puntos si fuera necesario) 
que esta partición P tiene la propiedad de que |t; — t;_¡| < ô, donde 
ô = mínf01,02). 

Por el teorema del valor medio aplicado a cada función componente 
m: [a,b] — R del camino y en cada intervalo [t;—1, ti], sabemos que existe 
s] € [t;-1,t;] tal que 


ati) — lt) = Hİ) (ts — ti-1). (5) 
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Usando (2) y (5) obtenemos que 


N N 
NOE yt! li) 1; — ti-1)| = 
i=1 i=l 





N n , i N m 3 
X Sas) ti — ti 1) -5 N hti)? (ti — ti—1) < 
i=1 Ay=1 i=1 \j=1 
1 1 
N n 2 n 2 
SUED] -Lue ti-ta) S 
i=1 | \j=1 j=1 
E N E 
E OD = 
3(b— a) B -D3 


lo gue combinado con (3) y (4) nos da 


ko- f wora < 35 = 


Como esto sirve para todo € > 0, deducimos que L(y =f? Iy (t)||dt. 

Caso 2. Ahora consideraremos el caso en que y es continua en [a,b] y la 
derivada y'(t) existe y es continua en el intervalo abierto (a,b). En primer 
lugar veamos que £(y) es finita si y solo si la integral impropia E Ivo! dt 
converge. En efecto, supongamos que esta integral es finita. Como y es con- 
tinua, dado € > 0 existe ô > 0 tal que sia < t < s < b, con |t— al < ô y 
|b— s| < d, entonces 

Iy(t) — y(a) || < e y la(s) = 100) < e, 


y por tanto, para toda partición P = {a = ty < tı < ... < ty = b} de [a,b] 
en intervalos de longitud menor o igual que 0, se tendrá (aplicando el caso 
la y en dl que 


Y into ti) 1] < 
loa) = MA E) + mb) — liv- = 


Int) — a)|+ f “raketo ae 
tv b 
2e + f lv (8)llds < 2e + | (slds, 


ti 
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y esto implica que (y) es finita. 
Por otro lado, si £(y) es finita, sabemos que, fijando r € (a,b), la función 
A: [r,b] — [0,1] definida por 


ACE) = (r), 


donde [r es la restricción de y a [r,t], es monótona creciente y continua. 
En particular, 


lím Lira) = LN) 


y como, por lo anterior, es £(yr4) = da lv (s)llds, se deduce que 


b t 
J liv Olds = tím f 1 Colas = lm LO) = Una) 


Un razonamiento análogo prueba que 


F olas = jím f Olds = Aaa.) 


Entonces 


r b b 
AE J Iv (s) llas + f l (s)llds = f lv (s) llas. 


Esto prueba (1) en el caso en que y es continua en [a,b] y la derivada y (t) 
existe y es continua en el intervalo abierto (a, b). 


Caso 3. Por último, consideremos el caso más general en que y es continua 
y de clase Ct a trozos. El camino y puede expresarse entonces como concate- 
nación de una cantidad finita de caminos y; cada uno de los cuales está en 
el caso anterior; es decir, y = Y1 * ... * Yk, CON Yj = Vte, 1,]» Para ciertos 
a = to < tı <... < tk = b, y cada y; es de clase Ct en el intervalo abierto 
(t;-1,t;). Entonces, aplicando las propiedades de la longitud de caminos y 
lo ya demostrado, se tiene que 


k k t; b 
UN = > Uy) = ly (s)llds = | 15) llds, 
y 2 Y > Y I y 


y así (1) queda probada en toda su generalidad. 














Retomemos ahora la cuestión de las diferentes parametrizaciones de un 
camino. 
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Definición 9.4 Sea a : [a,b] — A C R" un camino C! a trozos, y sea 
h : [c,d] — [a,b] una biyección de clase C*. Entonces, la composición 


B=a0h: [ed] — A, B(t) = a(h(t)), 


se dice que es una reparametrización de a. Es claro que si 0 es reparametrización 
de a entonces ambos caminos tienen la misma traza e incluso la misma lon- 
gitud (propiedad (2) de la proposición 9.2). Así, h no es más que un cambio 
de variable que modifica la rapidez con que se recorre el camino. En efecto, 
nótese que B'(t) = a/(h(t))h'(t), de modo que el vector velocidad de 8 se 
multiplica por el factor escalar h/(t). Además, como h es una biyección C?, 
h es o bien estrictamente creciente, o bien o estrictamente decreciente, y la 
derivada h/(t) no cambia de signo; en el primer caso se tendrá h(c) = a y 
h(d) = b, luego 8 recorre la traza de a en el mismo sentido que lo hace a 
(se dice entonces que la reparametrización B conserva la orientación); y en 
el segundo caso es h(c) = b y h(d) = a, luego 8 recorre la traza de a en 
sentido opuesto al que lo hace a: comienza en a(b) y termina en a(a) (en 
este caso se dice que 8 invierte la orientación). 


Cuando un camino a : [a,b] — R" es regular (es decir, es de clase 
CT y tiene la propiedad de que o“(t) 4 0 para todo t), siempre existe una 
reparametrización 9: [0,1] — R" de a que conserva la orientación y que 
tiene la agradable propiedad de que 


J ly (s) llas =+ 
0 


para todo t € [0,1], es decir, el parámetro t coincide con la longitud de la 
curva recorrida por 0 desde el instante s = 0 hasta el tiempo s = t. Se dice 
entonces que 8 está parametrizado por la longitud de arco. Esta condición 
equivale a decir que 8 recorre la traza de a con rapidez constante igual a 1: 


[18'(2) 1] =1 


para todo t € [0, l]. Ver el ejercicio 9.22. La reparametrización por la longitud 
de arco simplifica muchas veces las demostraciones y se utiliza sistemática- 
mente en geometría diferencial de curvas; ver por ejemplo la demostración 
de la desigualdad isoperimétrica en el capítulo sobre el teorema de Green. 


A continuación daremos la definición de integral de una función escalar 
f: A C R” — R sobre un camino y : [a,b] — A. Las interpretaciones 
físicas de este tipo de integral son variadas. Por ejemplo, supóngase que la 
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traza de y representa un alambre de densidad variable, y la función f(x,y,z) 
denota la densidad de masa del alambre en el punto (x,y,z); entonces la 
integral J, f será la masa total del alambre. 


Definición 9.5 Sean f : A C R” — R una función escalar continua, y 
y : [a,b] — A un camino C" a trozos sobre su dominio. Se define la integral 
de f sobre y por 


b 
| 1as= | ODIO 
y a 
cuando esta integral existe. 


Nótese que si la longitud de y es finita entonces la integral existe siempre. 
Por otra parte, cuando f = 1 la integral J, fds es precisamente la longitud 
de y. 


Ejemplo 9.6 Sean y : [0,27] — R? la hélice y(t) = (cost,sint,t), y 
f(x,y,z) = 2? + y? + 2?. Calcular la integral J, f(x,y, z)ds. 


Ejemplo 9.7 Hallar la masa de un alambre que sigue la circunferencia 
plana de radio 50 centímetros y centro el origen, y cuya densidad de masa 
en cada punto (x, y) de la circunferencia viene dada por la función f(x,y) = 
a? + 2|y| gramos por centímetro de alambre. 


Cuando y : [a,b] — R? es una curva plana y z = f(x,y) > 0, puede 
interpretarse que f(x, y) es la altura de una valla levantada sobre la curva 
y(t) = (x(t), y(t)); entonces la integral de f(x,y)ds representa el área de 
dicha valla. 


Ejemplo 9.8 Calcular el área de una valla de base una circunferencia de 
radio 10 metros y cuya altura en cada punto es un metro más que la décima 
parte de la distancia al cuadrado de dicho punto a un punto fijo situado 
sobre la circunferencia. 


Pasamos ahora a definir la integral de un campo vectorial sobre un 
camino. A este tipo de integral se le llama integral de linea. La principal 
interpretación física de la integral de linea es la siguiente. Consideremos 
F : R? — R, un campo de fuerza en el espacio tridimensional y una 
partícula p (por ejemplo, una carga pequeña inmersa en un campo eléctrico, 
o una masa pequeña en un campo gravitatorio) que está sujeta a esta fuerza 
y se mueve a lo largo de un camino y : [a,b] — R? mientras F actúa sobre 
ella. Es deseable tener una fórmula para el trabajo realizado por el campo F 
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sobre la partícula p. Si y fuera un trozo de linea recta equivalente a un vec- 
tor dy F fuera constante sobre y entonces las leyes elementales de la física 
nos dicen que el trabajo realizado por F al mover p sobre d es el producto 
escalar 

trabajo realizado por F = F - d, 


es decir, el producto de la intensidad de la fuerza por el desplazamiento en 
la dirección de la fuerza. En el caso general en que la curva y no es recta 
ni la fuerza F' constante, puede pensarse que la curva se aproxima por una 
sucesión de segmentos infinitesimales sobre cada uno de los cuales la fuerza 
sí es constante, y que sumando los productos de F(y(t)) - y'(t), es decir, 
los trabajos realizados sobre cada uno de esos segmentos infinitesimales que 
contienen el punto y(t) y que tienen la dirección de la tangente a y en ese 
punto, y'(t), podemos obtener la fuerza total realizada por F sobre p al 
moverla a lo largo de y. Esto nos lleva a la siguiente fórmula: 


b 
trabajo realizado por F = f FE(y(60) y Mat, 


que es precisamente la definición de integral de linea. 


Definición 9.9 Sea F : A C R" — R”, un campo vectorial continuo sobre 
la imagen de un camino C! a trozos y : [a,b] — A con longitud finita. Se 
define la integral de linea de F' sobre y por la fórmula 


[ros = J Foto) vo, 


donde F(y(t))-y (t) denota el producto escalar de F(y(t)) con y'(t). Sin = 3 
y F = (Fy, Po, F3), donde las F; son las funciones componentes de F, otro 
modo frecuente de denotar esta integral es 


b 
d d d 
| F-ds= | Fido + Fady + Podz = | (Mino) 
E A i dt di 





dE dt. 


De la expresión ¡dx + Fady + F3dz se dice que es una forma diferencial; 
ver el último capítulo para una breve introducción a la teoría de formas 
diferenciales. 


Ejemplo 9.10 Si F(x,y,z) = (x,y,z) y y es la hélice y(t) = (cos t, sin t, t), 
0<t<2r, calcular la integral de linea J, F . ds. Calcular también 


f ade + rydy + dz, 


donde o(t) = (x(t), y(t), z(t)) = (t,t2,1), con0<t<1. 
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A continuación veremos que las integrales a lo largo de un camino son 
invariantes respecto de reparametrizaciones de dicho camino. 


Proposición 9.11 Sean a : [a,b] — A C R" un camino C! a trozos, y 
B: [c,d] — A una reparametrización de a. Entonces, para todo campo 


escalar f : A — R, es 
| tas = f fds, 
a 6 


y para todo campo vectorial F : A — R?, se tiene que, o bien 
fF -ds = Í F -ds, si B conserva la orientación, 
B Q 


o bien 
fF -ds = -f F -ds, si B invierte la orientación. 
B Q 


Demostración: Por hipótesis, existe una biyección A : [c,d] — [a,b] de clase 
C! tal que G = ao h, y por la regla de la cadena es 


5(t) = (nt) (t), 


de modo que 


d 
| P-ds= FAM) AN 
B c 


Entonces, si h conserva la orientación, |h'(t)| = h'(t) para todo t, y aplicando 
el teorema de cambio de variables s = h(t), obtenemos que 


b h(d) 
F.ds= F(a(s))- a'(s)ds = = F(a(s))- a"(s)ds 
| l (a(s)) - (5) Ja (a(s)) -a'(s) 
d 
= f PD) moya f F- as 
c 6 


Por otra parte, si h invierte la orientación entonces |h/(t)| = —h'(t), y en 
este caso es 


h(c) d 
fra] Pla(s))-a/(s)ds = f (FOAD) AONIK Od 
a h(d) 


3 C 
=- | PERD) na == | P+, 
c B 
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Por último, en el caso de integral de un campo escalar, tanto si h conserva 
la orientación como si la invierte, se tiene que 


FEOEO = f(ath(t)))|la'(h(t))h'(1)]| = Fa) (A) MIA), 


de donde, aplicando el teorema de cambio de variables, podemos concluir 


que 
0) fds = fds. 


La proposición anterior es muy útil en la práctica, pues nos permite usar 
cualquier reparametrización de un camino para calcular una integral a lo 
largo de él. 


Ejemplo 9.12 Calcular la integral de linea 
T cos zd + sin ydy, 
r 


donde y es un camino que recorre la semicircunferencia 2? + y? = 1, y > 0, 
en el sentido contrario a las agujas del reloj. 


Para terminar este capítulo daremos una definición y algunas obser- 
vaciones sobre las curvas simples y las curvas cerradas simples, una clase 
de curvas que son particularmente útiles, entre otras razones porque per- 
miten escribir las integrales sobre sus trazas sin hacer referencia a una 
parametrización concreta, ya que dichas integrales son independientes de 
la parametrización elegida; de este modo se consigue expresar la teoría de 
integrales a lo largo de curvas simples de manera más intrínseca y más ge- 
ométrica. 


Definición 9.13 Se dice que C C R" es una curva simple si C es la traza de 
un camino inyectivo, es decir, si existe un camino y : [a,b] — R" inyectivo 
tal que y([a,bj) = C. Es decir, una curva simple es la traza de un camino 
que no se corta a sí mismo. Los puntos p = y(a) y q = y(b) se llaman los 
extremos de la curva simple C. Nótese que estos extremos son los mismos 
para cualquier reparametrización a de y, sólo puede cambiar el sentido en 
que se recorre C: o bien p es el punto inicial de a y q su punto final, o bien es 
al revés. Por tanto, toda curva simple con extremos p y q tiene dos posibles 
orientaciones o direcciones: C puede estar dirigida o bien de p a q, o bien 
de q a p. La curva C, junto con una de estas dos orientaciones se dice que 
es una curva simple orientada. 
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Por otra parte, se dice que C C R” es una curva cerrada simple si existe 
un camino y : [a,b] — R" tal que y([a, b]) = C, y(a) = y(b), y y es inyectivo 
en el intervalo [a,b). Si y satisface la condición y(a) = y(b), pero no es 
necesariamente inyectivo en fa, b), se dice solamente que C = y([a, b]) es una 
curva cerrada. Como en el caso anterior, hay dos posibles orientaciones para 
una curva cerrada simple, dependiendo del sentido en que ésta se recorre. La 
curva C, junto con una de estas dos orientaciones se dice que es una curva 
cerrada simple orientada. 

A propósito de curvas cerradas simples no debemos dejar de recordar 
el siguiente resultado fundamental, conocido como teorema de la curva de 
Jordan. 


Teorema 9.14 (de la curva de Jordan) Sea C una curva cerrada sim- 
ple en el plano R?. Entonces R? \ C tiene exactamente dos componentes 
conexas, una acotada y homeomorfa al interior del círculo unidad, y otra no 
acotada (homeomorfa al exterior del círculo unidad). 


La demostración de este teorema, bastante más difícil de lo que su inocente 
enunciado permite suponer, suele hacerse en los cursos de topología alge- 
braica o de geometría diferencial. 

SiC C A C R” es una curva simple orientada o una curva cerrada simple 
orientada, y F : A — R" es un campos vectorial, puede definirse sin lugar 
a ambigůedades la integral de linea de F a lo largo de C, Je F . ds; basta 
elegir cualquier parametrización y de C que conserve su orientación, y poner 


J F-ds= | F-ds 
C y 


la proposición 9.11 nos garantiza que J F- ds vale lo mismo para cualquier 
parametrización y de C que conserve su orientación. Análogamente, si f : 
A —>R es un campo escalar, se define 


VÁ fds = / fds, 


donde y es cualquier parametrización de C que conserve su orientación. 
Debe notarse que en todo lo anterior es fundamental el hecho de que las 
curvas son simples (es decir, inyectivas salvo quizás en un punto a lo sumo). 
Es posible que dos caminos y y g tengan como imagen la misma curva e 
induzcan la misma orientación sobre ella, y sin embargo E F -ds A A F-ds; 
por ejemplo, esto sucede para y(t) = (cos t, sint, 0) y a(t) = (cos 2t, sin 2t, 0), 
0 <t < 27, con F(x,y,z) = (y,0,0). Claramente y y o tienen la misma 
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imagen, a saber la circunferencia unidad C, que es una curva cerrada simple, 
y la recorren en el mismo sentido, pero mientras que y lo hace solo una vez y 
por tanto es una parametrización de la curva cerrada simple C, o la recorre 
dos veces; en particular ø no es inyectiva y no vale como parametrización 
de la curva cerrada simple C. 

Si C es una curva simple orientada, o una curva cerrada simple orienta- 
da, denotaremos por C7 la misma curva, pero con la orientación opuesta. 
Por otra parte, si C está compuesta de varias curvas simples (posiblemente 
cerradas) orientadas C1,..., Cj, recorridas de forma sucesiva, tales que el 
punto final de cada una de ellas es el inicial de la siguiente, denotaremos 
C=C1+...+ Ck. Esto equivale a decir que y = y1 x ... * yx, donde cada yi 
es una parametrización de Čj, y y es una parametrización de C. De hecho, 
dados varias curvas (quizás cerradas) simples orientadas C1, ..., Cx, pode- 
mos incluso eliminar la restricción de que el punto inicial de C; sea el inicial 
de C;+1, y definir formalmente la suma de curvas 


C = Ci +... + Ck, 


e incluso también la diferencia de curvas como la suma de una con la otra 
orientada al revés, es decir 


Cı — C2 = C1 + Cj. 


De este modo, el conjunto de todas las sumas finitas formales de curvas 
(posiblemente cerradas) simples orientadas de clase C1 incluidas en un sub- 
conjunto A C R" genera un grupo, cuyo elemento neutro denotaremos 0. Si 
C = C1 +... + Cp es un elemento de este grupo y F : A — R” es un campo 
vectorial continuo, se define 


[ra=] F -ds + Fods+.+ | F ds, 
C C1 Ca Ck 


bien entendido que ho F -ds = 0, y así se tiene también que 


I F-ds= | F-ds- f F- ds. 
C1+C) Ci Ca 


Estas definición es coherente con las propiedades de la concatenación de 
caminos y de las integrales a lo largo de caminos: si y es un camino C! a 
trozos que es concatenación de caminos de clase C! a trozos contenidos en 
A C R”, digamos y = y1 * ... * Yk, entonces 


| ras | ras f rash. | F - ds, 
DA yı Y2 Yk 
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para todo campo vectorial F : A — R” (ver ejercicios 9.29 y 9.30). 


Una de las razones para escribir una curva C como suma de componentes 
curvas C; es la de que a menudo resulta más fácil parametrizar dichas com- 
ponentes una por una que parametrizar C directamente. Por ejemplo, si 
C es el cuadrado de vértices (0,0), (1,0), (0,1) y (1,1) en R?, orientado 
según el orden de dichos vértices, para calcular f c F- ds es más fácil evaluar 
S C F- ds, donde C; es cada segmento del cuadrado, y después sumar estas 
cuatro integrales de linea. 


Problemas 


9.15 Sea y : [0,1] — R? el camino definido por y(t) = (t, tsen (1/t)) si 
t > 0, y y(0) = (0,0). Probar que y es continuo y de clase CŤ a trozos en 
[0,1] y de hecho es diferenciable de clase C% en (0, 1], pero su longitud es 
infinita. 


9.16 Hacer un dibujo de la traza de los siguientes caminos, y calcular su 
longitud: 


(a) y(t) = (Rcos2t, Rsin2t), 0<t<r. 

(b) y(t) = (Rcost,— Rsint), 0<t<2r. 

(c) y(t) = (Rcost?, Rsint?), 0 < t < y2r. 

(d) =P -1 <t <1. 

(e) q(t) = (cost, sin t, t), 0 < t < 4r. 

(£) q(t) = (Rcos 2t, Rsin2t), 0<t<r. 

(g) y(t) = (e™ cost, e™* sin t), 0 < t < oo (espiral logarítmica). 
(h) y(t) = (t,t), -2 <t <2. 


(i) y(t) = (t? — 4t, t? — 4), —4 < t < 4. 
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9.17 Sean a y 6 dos caminos que tienen la misma traza. Supongamos que 
ambos son inyectivos excepto en una cantidad finita de puntos. Probar que a 
y B tienen la misma longitud. Indicación: Suponer primero que tanto a como 
G son inyectivos en todo su dominio, y deducir el resultado de la propiedad 
(2) de la proposición 9.3. Para probar el caso más general, expresar a y G 
como concatenación de caminos inyectivos y aplicar lo anterior. 


9.18 Sea f : [a,b] — R una función de clase C! a trozos. Probar que la 
longitud de la gráfica de f sobre [a,b] es 


b 
J V 1+ [f (x)]dz. 


9.19 Definamos a : [—1,1] — R? por 


(ce UP e71?) sit< 0; 
a(t) = (0,0) sit= 0; 
(et, et) sit > 0, 


y sea 6: [-e71,e71] — R?, 8 = (t, |t|). Probar que a y B tienen la mis- 
ma traza (a saber, un trozo de la gráfica de la función valor absoluto); sin 
embargo a es de clase C en todo su dominio, mientras que G no es difer- 
enciable en el origen. No obstante, obsérvese que a/(0) = 0; es decir, a debe 
detenerse en t = 0 para poder ser diferenciable en ese punto. Generalizar 
este hecho: probar que si a(t) = (x(t), y(t)) es un camino diferenciable y 
su traza coincide con la gráfica de una función f cuyas derivadas laterales 
(no necesariamente finitas) son diferentes en un punto zp (y en particular 
la función no es derivable en ese punto), entonces a/(t) = 0 para todos los t 
tales que z(t) = zp. Por otra parte, si sólo se supone que f no es derivable 
en zo, probar que al menos se tiene 2'(t) = 0 para todo t con z(t) = xo. 


9.20 Sea y : [a,b] — R" un camino C* tal que y'(t) Æ 0 para todo t. 
Probar que ||y(t)|| es una constante no nula si y sólo si el vector velocidad 
y'(t) es ortogonal al vector posición y(t) para todo t. 


9.21 Un camino a de clase C? tiene la propiedad de que su segunda deriva- 
da a” (t) es idénticamente cero. ¿Qué puede decirse sobre a? 


9.22 Reparametrización de curvas por la longitud de arco. 
Un camino y : [a,b] — R" se dice que es regular si es de clase Ct y tiene 
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la propiedad de quey'(t) 4 0 para todo t. Se dice que un camino regular y 
está parametrizada por la longitud de arco si 


$ 
f Olds =t- 


para todo t € [a,b], es decir, el parámetro t — a coincide con la longitud 
de la curva recorrida por y desde el instante s = a hasta el tiempo s = t. 
Comprobar que y está parametrizado por la longitud de arco si y sólo si 


IOl =1 


para todo t € [a,b], es decir, el vector velocidad del camino tiene longitud 
constante e igual a 1. Después, demostrar que todo camino regular puede 
reparametrizarse por la longitud de arco. Es decir, si a : [a,b] — R" es un 
camino regular, existe otro camino 6 : [0,1] —> R” parametrizado por la 
longitud de arco tal que a y P tienen la misma traza y la misma longitud. 
Indicación: Defínase 


u=u(t)= f a'(s)las 


entonces, como u'(t) = ||a/(t)|| > 0 para todo t, la función u = u(t) tiene 
una inversa diferenciable u“* : [0,1] — [a, b]. Póngase entonces 8 = aou“!, 


y compruébese que 8 y a tienen la misma traza, y ||9"(s)|| = 1 para todo s. 


9.23 Sea y una curva en el plano cuya expresión en coordenadas polares 
viene dada por p = p(9), con 01 < 0 < 02. Demostrar que su longitud es 





02 
tm = | VET Oae. 


1 
9.24 Calcular la longitud de la cardioide p = a(1 + cos 0), 0 < 9 < 27. 
9.25 En los siguientes casos, calcular la integral de f a lo largo de y: 
(a) f(x,y) =1+y; y(t) = (cos? t, sin? t), 0 < t < 37/2. 

(b) f(x,y,z) = zyz; y(t) = (cost,sint,3), 0 < t < 2r. 

(c) f(x,y,z) =x+y +z; y(t) = (sint,cost,t), 0 < t < 2r. 


9.26 En los siguientes casos, calcular la integral del campo F a lo largo de 
la curva y: 
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(a) F(x,y) = (=2%y, xy”); y(t) = (sin t, cost), 0 <t<2r. 


(b) F(z, y, 2) = (2, y, 2); y(t) = (sint,cost,t), 0<t<2 


A 


2 
(c) f(a,y,2) = (1,22); y = {(2,y) : 5+ 5 = Ly > 0), recorrida en 
sentido positivo. 


9.27 Calcular: 
(a) R udr — xdy; y(t) = (cost,sint), 0 < t < 2r. 


(b) J, x?dz+zxydy; yes el cuadrado de vértices (0,0), (0, 1), (1,0), (1,1), 
en sentido positivo. 


(c) Le sin 2dx+cos zdy— (xy)!/Šdz; q(t) = (cos? t,sin? t,t), 0 < t < 77/2. 





(d) Es ydx +(3y?—x)dy+2dz, y(t) = (t,t",0), 0 < t < 1; siendo n € N. 
(e) J, 2xydx + (x? + 2)dy + ydz; y es el segmento de (1,0,2) a (3,4,1). 


(£) dls xydr+yzdy+zzdz, y= {(£,y, 2z): £? +y? +2? = 2Rr,z = £,y > 
0}. 

9.28 Consideramos la fuerza F(x, y,z) = (x,y,z). Calcular el trabajo re- 

alizado al mover una particula sobre la parábola y = z?,z = 0, desde z = 1 


hasta r = 2. 


9.29 Probar que si y es un camino C* a trozos que es concatenación de 
caminos de clase C! a trozos contenidos en A C R”, digamos y = Y1 * ... * Yk, 


entonces 
[ra=] F-ds+ | F-ds+.+ | F ds, 
Y M M2 Yk 


ftis J tas+ | 109+.+ f fas 


para todo campo vectorial F : A — R” y todo campo escalar f : A — R. 


9.30 Recordemos que si y : [a,b] — A es un camino en A C R” entonces 
el camino inverso 7 : [a,b] — A se define por 


vt) = y(b+a-=t). 
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Probar que para todo campo vectorial F : A — R" se tiene que 


[F ds=- | Pod, 
ry Y 


mientras que si f : A — R es un campo escalar entonces es 


nA fds = J fds. 
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Capítulo 10 


Campos conservativos 


En este capítulo continuaremos estudiando las integrales de linea, con- 
centrándonos en la siguiente pregunta: ¿bajo qué circunstancias la integral 
de linea de un campo vectorial no depende tanto del camino a lo largo del 
que se integra, sino sólo de los puntos inicial y final de su trayectoria? 

Comenzaremos con un resultado que generaliza el teorema fundamental 
del cálculo y que también es muy útil para calcular las integrales de linea 
de campos vectoriales que son gradientes (derivadas) de campos escalares; 
en este caso la integral del campo vectorial gradiente dependerá solamente 
del valor del campo escalar correspondiente en los extremos del camino. 
Utilizaremos la siguiente notación: si f : A C R" — R es un campo escalar 
de clase C}, su función derivada se llama también gradiente, y se denota 


of of of 


Vf(2) = f(x) = TA ga ES 87, (©) 


para cada x € A. En este caso se tiene que Vf : A — R" es un campo 
vectorial continuo en A. Recíprocamente, se dice que un campo vectorial 
continuo F : A C R" — R” es un campo vectorial gradiente si existe un 
cierto campo escalar f : A — R de clase C* tal que F = Vf. En este caso 
se dice que f es una función o campo potencial para F. 


Teorema 10.1 Sean f: AC R" — R es un campo escalar de clase Ct, y 
y : [a,b] — A un camino C! a trozos. Entonces 


/ Vf: ds = f(y(b)) — Ha). 
F 


Por tanto, si F: A C R" — R” es un campo vectorial gradiente y f : 
A — R” una función potencial suya, entonces, para todo par de puntos 
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p,q € A y para todo camino C* a trozos y con traza contenida en A y que 
comience en p y acabe en q, se tiene 


| Pds= Sta) = fo) 
A 


Demostración: Consideremos la función g : [a,b] — R definida por 


g(t) = f(1(0), 
cuya derivada es 
gt) = VEE) y (0. 


Apligando el teorema fundamental del cálculo a esta función g obtenemos 
lo que deseamos: 














b 
FO) — f(vla)) = 9(b) — gla) = f g'(t)dt 
“y 


a PaO) Vd f Vras 


Si un campo vectorial puede reconocerse como el gradiente de un campo 
escalar, el cálculo de sus integrales de linea resulta mucho más sencillo. 


Ejemplo 10.2 Sea y(t) = (t*/4, sin*(rt/2)). Calcular la integral de linea 
l ydz + xdy. 
7 


Sin embargo, a diferencia de lo que ocurre en el caso de funciones de una 
variable (donde toda función continua h : [a,b] — R tiene una primitiva, 
a saber, g(t) = JE h(s)ds), no todo campo vectorial F : A C R" — R" 
es un gradiente, es decir, salvo en el caso n = 1, no tiene por qué existir 
un campo escalar f : A — R tal que F = Vf. Precisamente, un modo de 
saber que un campo vectorial F no es un gradiente, es aplicar el teorema 
anterior: basta entontrar dos caminos 1 y ya, con los mismos puntos inicial 
y final, a lo largo de los cuales las integrales de linea Sa F-dsy de F -ds 
toman valores diferentes. 


Ejemplo 10.3 Sea F : R? — R? el campo vectorial definido por 
F(x,y, 2) = (xy, y, 2). 


Probar que no existe ninguna función f : R? — R tal que Vf = F. 
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De hecho, resulta que la condición de independencia del camino que nos 
da el teorema 10.1 no sólo es necesaria, sino también suficiente (al menos 
cuando el recinto A tiene una forma sencilla). El siguiente resultado comple- 
mentan el teorema 10.1, caracterizando los campos gradientes como aquellos 
campos vectoriales para los que las integrales de linea sólo dependen de los 
puntos inicial y final del camino sobre el que se integran o también, si el 
dominio sobre el que están definidos es convexo, como aquellos cuyas com- 
ponentes tienen derivadas parciales que satisfacen una condición de simetría. 

Sea F: A C R” — R” un campo vectorial continuo, y sea y : [a,b] — 
A un camino C! a trozos. Se dice que le F- ds es independiente del camino 


y si para cualquier otro camino C! a trozos ø : |c, d] — A se tiene que 


| F-ds= | Pos 
Y G 


Teorema 10.4 Sea A un abierto de R" y F : A— R" un campo vectorial 
continuo. Las siguientes afirmaciones son equivalentes: 


1. F es un campo gradiente, es decir, existe una función potencial f : 
A — R de clase C! tal que F=Vf; 


2. J, F- ds = 0 para todo camino cerrado y; 


3. J, F . ds es independiente del camino y. 
Si además F es de clase C! y A es un abierto convexo, las afirmaciones 
anteriores también equivalen a la siguiente: 
4. Para todos i,j =1,...,n se tiene que 
OF, OF) 
zj m Ox; f 








De un campo F que satisfaga una de estas propiedades (y por tanto todas) 
se dice que es un campo conservativo. 


Demostración: 

(1) => (2): Es consecuencia del teorema 10.1 

(2) => (3): Sean y1 : [a1,b1] — A y y : [a2,b2] — A dos caminos C! a 
trozos con el mismo comienzo p = y(a¡) y el mismo final q = y(b;), i = 1,2. 
Entonces, si —y2 es el camino inverso a ya, se tiene que y = y1 x (—y2) es un 
camino cerrado en A luego, por hipótesis, J, F -ds = 0. Pero 


frais=] F -ds + P-ds= | F-ds- | F ds, 
y m -m m Ya 
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y se deduce que Sa F ds = J F . ds. 

(3) => (1): sea a € A. No hay pérdida de generalidad en suponer que A es 
conexo (si no lo fuera podríamos trabajar en cada una de sus componentes 
conexas). Como A es un abierto de R”, resulta que A es conexo por caminos 
e incluso conexo por caminos poligonales; en particular A es conexo por 
caminos Ct a trozos. Así, dado cualquier © € A podemos escoger un camino 
CT a trozos Ye : [0,1] — A tal que ye(0) = a y ya(1) = x. Definamos 
entonces f : A — R por 


o= | F-as 


para cada x € A. Por la condición (3), es claro que la definición de f(x) 
no depende de la elección de yz. Veamos que f es diferenciable en A y que 
Vf(x)= F(x) para cada r € A. Fijemos x € A. Como F es continuo en z, 
dado £ > 0 existe ô > 0 tal que si |h|| < d entonces || F(x + h) — F(x)|| < e. 
Nótese que, por la condición (3), si a denota el segmento |x, x+ h], entonces 


f Prase [ras] P-ds= | F-ds, 
x o Vara Va+h 


puesto que tanto Yr+h COMO Y * son caminos que empiezan en a y terminan 
en x + h. Entonces tenemos que 


foto) = | Peas f Pas 


1 
= | F-ds= f AAE ETA 
o 0 


y por tanto 
1 
|f(e +h) - fe) — Fle) -h| = vi (Pe + th) — F(a) - hdt| 
1 1 
< I |F (æ + th) — F(æ)|| - [nar < | chat = eh] 


para todo h tal que ||h|| < ô. Esto prueba que f es diferenciable en r y 
Vf) = F(x). 

(D = (4): Si Vf = F (es decir, 9f/0x; = F;, i = 1,...,n) y F es O! 
entonces f es de clase C? y, por el teorema de Schwarz, 


Pf f 
0xj02; m Odry 
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lo que significa que 

OF, OF; 

Ox = Ox i 
(4) => (1): Fijemos un punto a € A. Para cada r € A sea 07 el segmento 
que une a con 2, 








da(t) =tx+(1—t)a, te[0,1]. 


La traza de o, está dentro de A por ser este conjunto convexo. Definamos 


f: A — R por 
Z l F ds 
para cada x € A. Tenemos que comprobar que V f(x) = F(x), es decir, 


of 
JO = Este) 


para cada z € A, j = 1,...,n. Utilizando el teorema de derivación bajo el sig- 


no integral (ver 8.5) y la hipótesis de simetría de las derivadas, e integrando 
por partes al final, tenemos que 


Hir E z En (a+ t(x — a))(x; — aj)dt) 











1 ” OF 
-| t (a ttle- a))(ej— aj) | + Fila + te a))| at 
0 j= 1 Ti 


n 1 
S Oa a+t( (e-a); -adt + | F;(a + t(x — a)))dt 


Daj“ 





=f Z ia 
0 0 


1 1 
= J l Flati- adt f A ES 














que es lo que queríamos. 


Observación 10.5 Cuando F = (P,Q) es un campo vectorial definido en 
un abierto del plano R?, la condición (4) del teorema anterior significa sim- 
plemente que 

ðP Q 

dy | dx 
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En el caso de un campo vectorial F definido sobre un abierto del espacio 
R3, recordemos que puede definirse el rotacional de F = (F, Fa, F3) por 





i j k 

0 0 

rotF (x,y,z) = E Əy Dz 
F, Fo Fs 


En el caso n = 3 la condición (4) del teorema anterior significa así que 
rotF(x,y,z) = (0,0,0) para todo (x,y,z) € A (ver el ejercicio 10.13). Se 
dice en este caso que el campo F es irrotacional. 


Observación 10.6 La prueba de la parte (1) => (4) del teorema anterior 
muestra que la hipótesis de que A sea convexo puede sustituirse por una más 
débil, por ejemplo que A sea un abierto estrellado, es decir que exista un 
punto a € A tal que para cualquier otro punto € A el segmento [a, 1] 
está contenido en A. Sin embargo, el teorema anterior no es cierto para todo 
conjunto abierto A; si A no es simplemente conexo entonces el enunciado 
del teorema no es cierto en general, como muestra el siguiente ejemplo. 


Ejemplo 10.7 Sean A = R? \ {0}, y F : A — R? definido por 


F(z) = (P,Q) = (5 53) 





Comprobar que 


oP Q 


Oy Ox 
en A, y que sin embargo F no es un campo gradiente: por ejemplo, si o es un 
camino que recorre una vez la circunferencia unidad entonces f, F -ds # 0. 


No obstante, en R las cosas son un poco diferentes: puede probarse que 
si F es un campo vectorial de clase Ct definido en todo R“ salvo quizás 
una cantidad finita de puntos entonces las cuatro condiciones del teorema 
anterior son equivalentes. Por ejemplo, para el campo gravitatorio de la 
tierra, definido por 


—GMm 
(22 + y2 + 22)3/2 





F(z,y,z) = (£,y, 2), 


y que tiene una singularidad en el origen, el teorema es válido. 


109 


Problemas 


10.8 Calcular: 
(a) J, xdy + ydx, si y es un camino de (—1,2) a (2,3). 
(b) J, yzdz + zxdy + xydz, si y es un camino de (1,1,1) a (1,2,3). 


10.9 Probar que dos funciones de potencial para un mismo campo vectorial 
(definido en un abierto conexo) difieren a lo sumo en una constante 


10.10 Calcular una función de potencial para el campo 
F(x,y) = (32? +y, e” + x) 
en R?. 


10.11 Sea F : R? \ [(0,0)) — R? el campo definido por 





ny M) 


F = 


(a) Calcular E F, siendo y(t) = (cost,sint), 0 < t < 27. Deducir que F 
no es conservativo. 


(b) Encontrar un abierto A C R? \ ((0,0)) tal que F] sea conservativo. 
10.12 Comprobar que el campo F : R? — R? definido por 
F(x,y,z) = (y, z cos yz + z, y cos yz) 
es conservativo, y calcular un potencial. 


10.13 Sea F un campo vectorial definido en un abierto de RÌ. Comprobar 
que se satisface la condición de simetría del teorema 10.4 

OF; OF; 

orj = Ox" 








i, j = 1,2,3, si y sólo si rotF = 0. 
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10.14 Sea o : [1,2] — R? el camino definido por 
a(t) = (e sin 7). 
Calcular la integral de linea 
i 2x cos ydx — 2? sin ydy. 


10.15 Demostrar que el campo gravitatorio de la tierra es irrotacional, y 
calcular una función de potencial suya. 


10.16 Sea F(x,y,z) = (2xyz + sin x, x?z,x?y). Encontrar una función f 
tal que Vf = F. 


10.17 Calcular E - ds, donde y(t) = (cos? t,sin*t,1%), y F es el campo 
del ejercicio anterior. 


Capítulo 11 


El teorema de Green 


El teorema de Green relaciona la integral de línea de un campo vectorial 
sobre una curva plana con una integral doble sobre el recinto que encierra 
la curva. Este tipo de teoremas resulta muy útil porque, dados un cam- 
po vectorial y una curva cerrada simple sobre la cual hay que integrarlo, 
podemos elegir la posibilidad más simple entre integrar el campo directa- 
mente sobre la curva o bien integrar la diferencia de sus derivadas parciales 
cruzadas sobre en recinto que delimita la curva. Por otro lado, la relación 
así establecida entre la integral de línea sobre una curva y la integral doble 
sobre la región interior a ésta permite a veces obtener información sobre 
una función o su integral en un recinto a partir del comportamiento de la 
función sobre la frontera de dicho recinto. Los ejemplos y ejercicios de este 
capítulo ilustrarán las diversas posibilidades y aplicaciones de este tipo de 
resultados, que generalizaremos a integrales sobre superficies en R° en los 
siguientes capítulos. 

Antes de enunciar el teorema de Green convendría precisar qué enten- 
demos por una curva cerrada simple orientada positivamente. Sabemos ya 
que toda curva simple tiene dos posibles orientaciones, y que éstas son in- 
variantes por reparametrizaciones cuyas funciones de cambio de variables 
tiene derivada positiva. Ahora bien, ¿cómo distinguir entre una y otra ori- 
entación? ¿Qué hacer para privilegiar y reconocer una de las dos? Hay varios 
procedimientos para conseguir esto. Quizá el más intuitivo sea el siguiente, 
que presenta el concepto de normal unitaria exterior a una curva. 

Si C es una curva cerrada simple regular a trozos en R?, parametrizada 
por y(t) = (x(t), y(t)), el vector normal unitario exterior a C se define por 


1 / / 
N) = O). 
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Nótese que N es ortogonal al vector tangente o velocidad de la curva, V(t) = 
(x' (t), y'(t)). Consideremos estos vectores sumergidos en R? (con coordenada 
z = 0). Diremos que C está orientada positivamente si el producto vectorial 
N x V (que tiene la dirección del eje z en este caso) tiene coordenada z 
positiva (es decir, N x V apunta hacia arriba) para cada t. Esta definición 
corresponde intuitivamente a decir que C se recorre en el sentido contrario al 
de las agujas del reloj, o bien que si recorremos C con la orientación positiva 
entonces N apunta hacia afuera de la región interior a C, y que dicha región 
interior queda siempre a mano izquierda según se va recorriendo C. 

Otra posibilidad para definir la orientación de una curva cerrada simple 
sería utilizar el número de giros (the winding number); ver el problema 11.17. 

Diremos que una curva cerrada simple C C R? es regular a trozos si se 
puede parametrizar mediante un camino y que a su vez puede escribirse como 
concatenación 1 *...*»y de una cantidad finita de caminos y, : [a4, bj] — R? 
cada uno de los cuales es de clase Ct y satisface que G) + 0 para todo 
t € [a3, bj] (en particular, y podrá dejar de ser diferenciable en una cantidad 
finita de puntos, pero incluso en estos tendrá derivadas laterales). Para esta 
clase de curvas cerradas simples enunciaremos y demostraremos el teorema 
de Green. 


Teorema 11.1 (de Green) Sea C una curva cerrada simple regular a tro- 
zos, positivamente orientada, en el plano R?, y sea D la unión de la región 
interior a C con la propia curva C. Sea F = (P,Q) : D — R? un campo 
vectorial de clase C1. Entonces se tiene que 


ðQ OP 
Pdz + w= | — — — )dxdy. 
n 5 dy E gy jedy 


Antes de dar una demostración de este importante teorema, veamos al- 
gunos ejemplos y aplicaciones del mismo. 


Ejemplo 11.2 Integrar el campo F(x,y) = (x, xy) sobre la circunferencia 
£? + y? = 1 recorrida en sentido positivo. 


Ejemplo 11.3 Calcular el trabajo realizado por el campo de fuerzas F(x,y) = 
(y + 3x,2y — r) al mover una partícula a lo largo de la elipse 41? + y? = 4. 


Ejemplo 11.4 Hallar el valor de la integral 
/ (5 — zy — y )dx — (2xy — a*)dy, 
C 


donde C es el borde del cuadrado [0,1] x [0, 1]. 
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Una aplicación muy importante del teorema de Green es el cálculo de 
áreas de recintos delimitados por curvas cerradas simples mediante una in- 
tegral de línea sobre el borde de dichas curvas. Si tenemos un recinto D 
en el plano cuya frontera es una curva cerrada simple C = OD y quere- 
mos calcular su área, nos basta hallar un campo vectorial (P,Q) tal que 
0Q/0x —O0P/0y = 1 y aplicar entonces la fórmula de Green para expresar el 
área de D como la integral de línea de (P, ©) sobre su borde C. Por ejemplo, 
podemos tomar P = —y/2, © = x/2, de modo que 


00 OP 1 
a(D = ldrd = —— z )ded sil Pdx+Qdy = 7) xdy—ydz. 
a D i E dy) £ oD gey 2 Jo 
Fórmulas análogas pueden deducirse poniendo (P,Q) = (—y,0), o bien 


(P,Q) = (0, x). Obtenemos así el siguiente resultado 


Corolario 11.5 Sea C una curva cerrada simple regular a trozos, y sea D 
la región interior a C. Entonces su área es 


aD) = 3 | ody—vde=— | vda = f zdy. 


Ejemplo 11.6 Hallar el área de la región encerrada por la hipocicloide 
(astroide) de ecuación 12/3 + y2/3 = a2/3, 


Demostración del teorema de Green 


Tenemos que probar la siguiente igualdad 


= f ðQ ƏP 


A tal fin, observemos que la validez de (+) para todos los campos F = (P, Q) 
de clase C* sobre D equivale a la de las dos fórmulas siguientes 


OP 
— | —dzudy = Pdz 11.1 
j dy ƏD e 


00 = 
| Jr Y = p Qdy, (11.2) 


también para todos los campos F = (P,Q) de clase C1 en D. En efecto, si 
estas fórmulas son válidas, obtenemos (*) sin más que sumarlas. Recípro- 
camente, si (x) es cierta podemos obtener 11.1 tomando Q = 0 en (x), y 
análogamente 11.2, tomando P = 0 en (x). 
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Paso 1. La primera parte de la demostración del teorema de Green consiste 
en probar 11.1 para una clase especial de recinto D, que denominaremos 
recinto de tipo I; un tal recinto será el limitado por las gráficas de dos 
funciones y = f(x), y = g(x), con f < g. Es decir, supondremos en primer 
lugar que 

D = {(z,y) ER?” : a < æ < b, f(x) < y < glo), 
donde f y g son funciones reales de clase Ct a trozos. Este recinto D está lim- 


itado por una curva cerrada simple C = OD regular a trozos que puede 
expresarse como concatenación de cuatro caminos regulares a trozos: 


C = Ci + C2 — C3 — Ca, 


(como es costumbre, los signos negativos que preceden a un camino de- 
notan que se recorre el camino en sentido opuesto al especificado); aquí, 
C1 está parametrizado por yı(t) = (t,f(t)), a < t < b; Ca lo está por 
m(t) = (b,t), con f(b) < t < g(b); Cs es yalt) = (t,g(t)), a <t < b; y 
C4 viene dado por ya(t) = (a,t), f(a) < t < g(a). Nótese que, a lo largo 
de Cz y de C4, © = x(t) es constante, luego dx = 0 sobre estos caminos, y 
las correspondientes integrales de línea se anularán, mientras que sobre los 
restantes caminos es dx = 1. Entonces se tiene que 


1 Par= | Pde+ | Par- | Pas- | Pdz = 
oD Ci Ca C3 Ca 


L Pas- f Pdz = Pro $(t))dt — ruso 


y por otra parte, aplicando el teorema de Fubini y el teorema fundamental 
del cálculo, 


oP f e oP 
D dy j a f(x) dy y) 


b b b 
= i [P(x,g(2)) — Ple, f(2))] de = I P(t, f())dt— f P(t, g(t))dt. 


Combinando las igualdades anteriores obtenemos 11.1. 


Paso 2. Ahora probaremos 11.2 para otra clase especial de recinto D, que 
denominaremos recinto de tipo II, el limitado por las gráficas de dos fun- 
ciones x = p(y), x = y(y), con p < y. Es decir, ahora tenemos que 


D = {(x,y) ER?:c<y<d,p(y) <z < v(y)), 
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con ©, W funciones reales de clase C! a trozos. Como antes, D está limitado 
por una curva cerrada simple C = OD regular a trozos que puede expresarse 
como concatenación de cuatro caminos regulares a trozos: 


C = —C1 + C2 + C3 — C4, 


donde C1 está parametrizado por y1(t) = (y(t), t), c < t < d; Cs es y2(t) = 
(t,c), con plc) < t < plc); Cs es ja(t) = (V(t),t), c < t < d; y Ca es 
malt) = (t,d), con p(d) < t < y(d). A lo largo de Ca y de Ca, y = y(t) es 
constante, luego dy = 0 sobre estos caminos, y las correspondientes integrales 
de línea son cero; para C1 y C3 se tiene dy = 1. Entonces, 


| 2u=- f Qav+ f Qu+ f Qu- f Qu= 
> ode | Ady = - Pana ama 


y por otro lado, 


d v(y) 
f izay = | / = 
p Oz e "Jawy dx 


d d d 
f CORRE L = / Ql(), t)dt — / Qlolt),1)at: 


luego, juntando estas igualdades, obtenemos 11.2. 


Paso 3. De acuerdo con la observación que hemos hecho antes y con lo 
probado en los pasos 1 y 2, la fórmula de Green (+) es válida para toda 
región D que sea a la vez de tipo I y de tipo II. Todos los círculos, los 
rectángulos y los triángulos constituyen ejemplos de regiones que son de 
tipo I y II simultáneamente. Por tanto, el teorema de Green es válido para 
todos estos tipos de curvas. También podría probarse, utilizando el teorema 
del cambio de variables, que la igualdad (*) es cierta para cualquier región 
D que sea difeomorfa con un círculo, un rectángulo o un triángulo (ejercicio 
11.12). 


Paso 4. El siguiente paso consiste en establecer la validez de (*) para to- 
da región D que pueda descomponerse como unión finita de regiones si- 
multáneamente de tipo I y II. Más precisamente, se prueba (*) para todo 
recinto D C R? de la forma 
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donde todos los D; son regiones de tipo I y II simultáneamente, con inte- 
riores disjuntos dos a dos, y cuyos bordes, C; = 0OD;, están positivamente 
orientados, y de forma que se cumplen: 


= si una curva C; tiene una parte en común con otro camino C; entonces 
esa parte no es común a ningún otro C; con k Æ i,j; 


u si C; tiene un trozo en común con Cj entonces C; recorre ese trozo 
común en sentido contrario al que lo hace Cj; y 


a si C; tiene un trozo en común con C = OD entonces ambos caminos 
recorren dicho trozo en el mismo sentido 


(hágase un dibujo aquí). 


Podemos aplicar la fórmula (+) a cada región D; y sumar todas las igualdades 
correspondientes para obtener que 


ðQ OP (De OP 
[E Gta X, py, P a 


Pero en esta suma de integrales de línea, las integrales sobre C; = 0D; 
pueden descomponerse a su vez en sumas finitas de integrales sobre curvas 
simples de dos tipos: o bien son trozos del camino C; comunes a algún otro 
de los Cj, o bien son partes de C = 9D. La suma total de todas las integrales 
sobre caminos del primero de estos tipos es igual a cero ya que, al integrar 
y sumar, cada una de estas curvas se recorre exactamente dos veces, y con 
orientaciones opuestas, de modo que la suma de las dos integrales que se 
hacen sobre cada camino del primer tipo es cero. Por otro lado, la suma de 
todas las integrales sobre los caminos del segundo tipo es igual a la integral 
del campo (P, Q) sobre C, ya que C puede expresarse como concatenación 
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de todos los caminos del segundo tipo. Por consiguiente, 
n 
y Pdz + Ody = I Pdz + Ody, 
JOD; 9D 


lo que combinado con las igualdades anteriores nos permite concluir que 


0Q oP 
Pdz + dy= | — — ——)drdy, 
= x + Ody a dy) y 


para todo recinto gue pueda romperse en una cantidad finita de recintos de 
tipo I y II simultáneamente. En particular se obtiene que (x) es válida para 
toda curva cerrada simple E que sea poligonal (a saber, concatenación finita 
de segmentos de recta), ya que una tal curva siempre puede triangularse, es 
decir expresarse como una unión finita 


donde los T; son triángulos (y por tanto regiones de tipo I y II simultánea- 
mente) orientados de modo que si T; y Tj tienen un lado común entonces T; 
recorre este lado en sentido contrario a como lo hace T; (hágase aquí otro 
dibujo). 


Paso 5. La última parte de la prueba del teorema de Green consiste en 
aproximar la curva dada C por una curva cerrada simple poligonal P de 
modo que la región D interior a P queda dentro del dominio del campo 
F = (P,Q) y cuyo área, a(D), es también una buena aproximación del 
área de la región interior a C, es decir a(D). Se aplica entonces el teore- 
ma de Green establecido en el paso anterior para curvas cerradas simples 
poligonales y se concluye que (+) es aproximadamente válida para D, más 
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o menos un cierto error € que a continuación haremos tender a cero, obte- 
niendo así (*) en toda su generalidad el enunciado del teorema 11.1. Esta 
última parte de la demostración, que detallamos a continuación, es bastante 
pesada técnicamente y puede muy bien omitirse en una primera lectura. 


Sea pues C una curva cerrada simple regular a trozos, y supongamos que 
está parametrizada por y : [a,b] — R?. Fijemos e > 0. Para empezar, debe 
observarse que, como F es de clase Ct, existe una extensión de F de clase C* 
a un abierto que contiene a D (seguiremos denotando esta extensión como 
F). Como consecuencia de esto y de la compacidad de D, existe un abierto 
A que contiene a D y con dist(94,0D) > 0 y de modo que F es Lipschitz 
y de clase Ct en todo A. Definamos 
= OP 


5. a: (x,y) € Aj +sup([|F(z, y)l| : (x,y) € A} +1 


M = sup{| 5 dy 





Por otra parte, al ser y concatenación de caminos C+, es un camino Lipschitz. 
Por tanto, eligiendo 


€ dist(9A, ðD) 
Lip(P)Lip()2b— a) + 1 (Lip) +1) 


deducimos que si a = to < tı < ... < ty = b es una partición de [a,b] con 
la propiedad de que t; — t;—1 < 00 para todo i = 1,..., N entonces la curva 
poligonal P que une los puntos y(to),y(t1),.„y(tN-1), y(tn) = vlto) (en 
este orden) está dentro de A. Además, como C es cerrada simple, podemos 
suponer (añadiendo más puntos a la partición de [a,b] si fuera necesario) 
que la poligonal P así obtenida es también cerrada simple (ver el ejercicio 
11.20), y entonces la región interior a esta poligonal P también queda dentro 
de A. Por otra parte también tenemos que, para cualesquiera s; € [0, 1], 





) 


ðo = míní 


Dr Vlt), Uta) — Vlt) — 


N 


NO (F((1 = s)ylti—1) + siy(ts)), Y(t) — yt) < 


i=1 

N 
IFC sti) + sy(6))— F(t) llv(t) — (tio) < 
i=1 


DIED tas 


E 
Ye) O po erT DE 
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Ahora bien, si 0;(t) = (1 — t)y(t;-1) + ty(t;), t € [0,1], es el segmento que 
une los puntos y(t;-1) y y(t;), podemos aplicar el teorema del valor medio 
para integrales para encontrar s; € [0,1] de modo que 


1 
| ras [Emma (PA) 


y por tanto, para esta elección de s;, obtenemos 


N N 
f Pes I F -ds = Y (P(1- s)ylt) + serle), vti) — altea), 
P ¡=1 90 i=1 


lo gue, combinado con la desigualdad anterior, nos da 


N 


IES a) 


i=1 





y esto vale para toda curva poligonal cerrada simple P que una los puntos 
(to), y(t1),..., yty), siendo a = to < tı < ... < ty = by ti— ti-1 < 00 para 
todo 2. 


Por otro lado, aplicando el teorema de Darboux a la integral f 5 Pdz + 
Ody, obtenemos 01 > 0, que podemos suponer menor o igual que dp, tal que, 
si a = tọ < tı <... < ty = b es partición de [a,b] y |t; — ti-ı| < 91 para todo 
i = 1,..., N, entonces 


N 


f Paz + Ody - FO) 10): -t <e 
Y 


i=1 





cualesquiera que sean los c; € [t;_1, ti]. 

Además, fijada una de estas particiones a = to < tı < ... < ty = b de 
[a, b], como y = 71 *...* yk es concatenación de caminos de clase C1, podemos 
suponer (añadiendo puntos, si fuera necesario, a dicha partición) que y es de 
clase C1 en cada intervalo [t;_1,t;]; en particular y es uniformemente difer- 
enciable en cada intervalo [t;—1,t;] (ver el problema 7.29, y téngase en cuenta 
que y podría no ser derivable en los extremos del intervalo [t;—1,t;], pero en 
todo caso sí tiene derivadas laterales en dichos extremos, y las derivadas son 
continuas), luego existe 02 > 0, que podemos suponer menor o igual que 01, 
tal que sit; 1 < s < t < t; y |t — s| < d2 entonces 


, E 


ly) = xls) = 1 (s)(t= s)| < Ho-a 


t— sl. 
-4 
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Podemos entonces añadir todos los puntos necesarios a la partición de [a, bj 
sobre la que venimos trabajando para que la nueva partición, que seguiremos 
denotando a = ty < tı <... < ty = b, satisfaga que ti — ti—1 < 03 < 01 < 00, 
y por tanto también que 


N 


| Paz+ Qiy- YEO) -Dti =t) 


i=1 


< €, (2) 








a la vez que 
/ 
lvlt) — U(ti-1) — V4 (ti1)(t: till <q ti-1); 


pero esta última desigualdad implica que 














N N 
> Elyltia)), Y (tit — ti1)) — X (F (ts) — y(ti_)) 
i=1 i=1 
E 
U mezos = a) = E, 
lo que junto con (2) permite obtener 
N 
| Pist odu- FOG-1D Ata) 25 ©) 
i=1 
y que a su vez combinado con (1) nos da 
/ Pdz + Qdy — l Pdz + Qay] < 3e, (4) 
P C 


para toda curva cerrada simple poligonal P que una y(t1), y(t2),..., y(tN-—1), 
v(tw) = y(to), en este orden, y siempre y cuando 0 < ti — t;_1 < d2 < 0 
para todo i = 1,..., N. 


Por otra parte, como OD = C tiene contenido cero, existe una colección 
finita Q1, ..., Q de cubos abiertos que recubren C y cuyos volúmenes suman 
menos que €/M. Definamos U = E Oj. Como U es abierto y contiene 
al compacto C, tenemos que la distancia de C al complementario de U es 
positiva, es decir, d(C, R? \ U) > 0. Pongamos ahora 


d(C, R? \ U) 


03 = mínfó;, 09, 2(Lip(9) +1) 


dE 
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entonces, añadiendo puntos si fuera necesario a la partición a = to < ti < 
.. < ty de [a,b] sobre la que venimos trabajando, podemos suponer que 
ti — -1 < 03 para todo i = 1,..., N, lo cual implica que la poligonal P que 
une los puntos y(t;),y(ta),..., y(tw) = y(to) queda dentro del abierto U (en 
efecto, para todo z del segmento [y(t;—1), y(t;)], se tiene 


Lip(yd(C, R? \ U) 


d(z, C) < Lip(y) (ti — ti-1) < 2(Lip(y) + 1) 





< d(C, R? \ U), 


luego z € U). 
Definamos también W = DUU y V = DY U, que son conjuntos con 
área que cumplen que 





a(D)=y7 < a(D)—a(U) < a(V) < a(D) < a(W) < a(D)+a(U) < a(D)+37- 
Sean entonces D la región interior a la poligonal cerrada simple P que une 
los puntos y(t1),y(ta),..., (tN) = y(to) en este orden. Como P C U, es claro 
que 

VCDCW, 


y entonces 


a(D) — < < a(V) < a(D) < a(W) < a(D) + 5 





Por consiguiente, 


00 ƏP 0Q aP 

AO a G < 
Elsa) ee L (6-4) dedy > 
I. a Lo 1p|dedy< f M |lp — 1p|dxdy < 
p2|0x Oy R? 
€ 


M (a(D \ D) + a(D \ D)) <m(5+5) = 2e, 


ðQ _ ðP ðQ ØP 

SARE < 2e. 
LE meha ae © 
Finalmente, combinando (4) y (5) y usando que 


| Pde+odv= f (5 2.) dxdy 
P pxO0r dy 














es decir 
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(es decir, la fórmula de Green demostrada ya en el paso 4 para recintos 
limitados por curvas cerradas simples poligonales), deducimos que 


0Q OP 
[rara l (% 7) dedy) < 5e, 


y como esto sirve para todo € > 0 se concluye que 


f Pdx + Qdy = Í (5 — 22) dxdy, 
c p\ðz dy 


es decir, la fórmula de Green es válida en el caso general de una curva cerrada 
simple regular a trozos. 

















Una aplicación importante de la fórmula de Green para el área encerrada 
por una curva plana es la desigualdad isoperimétrica: 


Teorema 11.7 De todas las curvas cerradas simples en R? con longitud fija 
L, las que encierran mayos área son las circunferencias de radio r = L/2r. 

Es decir, si C es una curva cerrada simple de longitud £, y A es el área 
de la región D encerrada por C, entonces 


Ê — 4TA >O, 
y la igualdad se da si y sólo si C es una circunferencia. 


La demostración de este resultado puede consultarse, por ejemplo, en el 
libro de Do Carmo, Geometría diferencial de curvas y superficies, editado 
por Alianza Universidad (Madrid 1990), páginas 46-48. 


Problemas 


11.8 Utilizar el teorema de Green para calcular Jo? + z?)dx + ztdy, 
donde 


1. C es la frontera de [0,1] x [0, 1], orientado positivamente. 


2. C es la frontera del cuadrado de vértices (a,b) con la] = |b| = 2, 
orientado negativamente. 
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11.9 Calcular Ses Pdx+Qdy, donde P(x,y) = ze ", Q(z, y) = ayer + 
1/(2? +y? +1), y C es la frontera del cuadrado de lado 2a determinado por 
las desigualdades |x| < a e [y] < a, orientado positivamente. 


11.10 Usar la expresión para el área encerrada por una curva que propor- 
ciona el teorema de Green para dar otra demostración de la fórmula del área 
del recinto delimitado por una curva en coordenadas polares. 


11.11 Calcular el área del trébol de cuatro hojas p = 3sin 20. 


11.12 Sea D una región para la cual se sabe que es cierto el teorema 
de Green. Usar el teorema del cambio de variables para demostrar que el 
teorema de Green es entonces válido para toda región A que sea difeomorfa 
a D (es decir, existe un difeomorfismo g : U — V de clase C? entre dos 
abiertos U, V de R? que contienen a A y D respectivamente, tal que g(A) = 
D). 


11.13 En las mismas hipótesis del teorema de Green, si F = (P,Q) y 
definimos 


ðP 90 
DPS a 


comprobar que el teorema de Green se expresa diciendo que 


F . Nds = | divFdxdy, 

oD D 

donde F'-N denota el campo escalar obtenido del producto escalar del campo 
F con el vector normal unitario N exterior a C. A esta forma del teorema 
de Green también se le llama teorema de la divergencia en el plano. 


11.14 Sea A C R? abierto, sea C una curva cerrada simple regular a trozos, 
sea D la parte interior de C, y supongamos que DUC C A. Sean u,v € 
C?(A). Denotamos: 


Ou du 
Au= 712 + BT div(Vu) 

ðu du 
o) 


sea N la normal unitaria exterior en C. Denotamos 2i = Vu- N (producto 


escalar), la derivada normal de u según C (esto no es más que la derivada 
direccional de u en la dirección de N). 
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(a) Demostrar las identidades de Green: 


ðu 
vaut f Vu: Vv = v=— 11.3 
i D c ON 29) 


du ov 
f vAu- uan) = Los -u (11.4) 


(b) Supongamos ahora que u es armónica en D, es decir, Au = 0 en D. 
Demostrar que si u se anula en C entonces u es idénticamente nula en 
D. Deducir también de (a) que si tanto u como v son armónicas en D 


entonces 
/ i ðu ðv 
— = Uu—. 
C ON C ON 


11.15 Sea D un recinto como este: 


solo que con n agujeros delimitados por curvas cerradas simples regulares 
a trozos, en lugar de solamente tres. Probar la siguiente generalización del 
teorema de Green: para todo campo F = (P,Q) de clase C1 en D se tiene 
que 


ðQ OP a T 
JG- 3,)dedu= | (Pde + om) Y | (Pdr+ Qay). 


Indicación: descomponer el conjunto D en unión de recintos simplemente 
conexos a los que se puede aplicar el teorema de Green; usar inducción 
sobre n. 


11.16 Invariancia de una integral de línea al deformar el camino. Sea F = 
(P,Q) un campo vectorial C1 en un conjunto abierto y conexo A del plano 
R?. Supongamos que 9P/dy = 0Q/0x en todo A. Sean C1 y C2 dos curvas 
cerradas simples regulares a trozos dentro de A y que satisfagan las siguientes 
condiciones: 
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1. Ca está en la región interior a C1. 


2. Los puntos interiores a C1 que son exteriores a C2 pertenecen a A. 


Probar que entonces se tiene que 


/ Pdz + Ody = / Pdz + Ady, 
Ci C2 


siempre que ambas curvas se recorran en el mismo sentido. Nótese que cuan- 
do A es simplemente conexo (no tiene agujeros) esto implica que JE -ds 
es independiente del camino. 


Indicación: Usar el problema anterior (n = 1). 


11.17 El número de giros (the winding number). Sea C una curva regular 
a trozos en R?, parametrizada por y(t) = (x(t), y(t)), a < t < b. Se define 
el número de giros de y con respecto de un punto p = (zo, yo) no situado 
sobre la curva y como 





A (x — xo)dy — (y — yo)dx 
da 277 le (x — zo)? + (y — yo)? ` 


Puede demostrarse que W (C, p) es siempre un número entero. En el caso en 
que C sea una curva cerrada simple, probar que W (C, p) = 0 si p está en 
la región exterior a C, mientras que W(C,p) = 1 si p es interior a C y 
esta curva está orientada positivamente, y W(C,p) = —1 si p es interior a 
C y C está orientada negativamente. Indicación: usar el problema anterior, 
tomando una de las dos curvas como una circunferencia adecuada. 


126 CAPÍTULO 11. EL TEOREMA DE GREEN 


11.18 Para (x,y) Æ (0,0) consideramos p(x,y) = log yz? +y? y F = 
(3, — 2e), Sea C una curva de Jordan regular a trozos, contenida en ((x, y) : 
1 < z? + y? < 25). Hallar los posibles valores de la integral de F a lo largo 


de C. 


11.19 ;Existe alguna curva cerrada simple en el plano gue tenga una lon- 
gitud de 6 metros y que delimite un área de 3 metros cuadrados? 


11.20 Sea C una curva cerrada simple en R?. Supongamos que C está para- 
metrizada por y : [a,b] — R? que es regular a trozos (es decir, y puede 
escribirse como concatenación de caminos de clase C* con velocidad no nula 
en todos los puntos). Demostrar que existe ô > 0 tal que si a = to < tı < ... < 
ty = b es una partición de [a,b] tal que t; — t;_1 < ô para todo i =1,..,N, 
entonces la poligonal P que une los puntos y(t1), y(t2),..., y(tx) = y(to) es 
también cerrada simple. 


Capítulo 12 


Integrales sobre superficies 


En este capítulo estudiaremos la noción de área de superficies en R3, y 
las integrales de campos escalares y vectoriales definidos sobre éstas. 

Una superficie es una variedad diferenciable de dimensión dos, que en 
este curso consideraremos siempre inmersa en el espacio RÌ. Recordemos 
que una variedad diferenciable S de dimensión dos en R? puede describirse 
como un subconjunto S de R? con la propiedad de que todo punto p de S 
tiene un entorno abierto V en R“ tal que SN V coincide con el conjunto de 
ceros de una función F : V C R? — R de clase Ct tal que DF(q) 4 0 para 
todogEVnS. 

En virtud del teorema de la función implícita, esto eguivale a decir gue 
todo punto p de S tiene un entorno abierto W en R“ tal que SN W puede 
verse como la gráfica de una función de clase C, es decir, S N W es igual, 
bien al conjunto de puntos (x,y,z) de R* tales que z = f(x, y) para cierta 
f de clase Ct en W3 = { (x,y) € R? : (x,y,z) € W para algún z), o bien al 
conjunto de los (x,y,z) de R? tales que y = g(x,z) para cierta g de clase 
Cl en Wa = [(2,2) ER? : (x,y,z) € W para algún y), o bien al conjunto 
de los (x,y,z) de RÌ tales que r = h(y,z) para cierta h de clase C* en 
Wı = {(y,z) € R? : (x,y,z) € W para algún z}. El ejemplo de una esfera 
a? + y? + 22 = R? en R? ilustra perfectamente las diversas situaciones. 

Otra forma equivalente de definir una variedad diferenciable S de di- 
mensión dos en R“ es decir que para cada punto p de S existen un entorno 
abierto V en R y una función inyectiva © : D C R? > R? de clase Ct tal 
que SNV = (D), y que si W: A C R? — R? es otra función con esta 
propiedad, entonces V7!l0 © : D — A es un difeomorfismo de clase C'. 

A su vez esto equivale a decir que para todo punto p € S existen un 
entorno abierto V en R° y una aplicación inyectiva ©: D C R? > R" tal 
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que su derivada DO(u, v) tiene rango 2 para todo (u,v) € D, y ©(D) = SAV. 

Recordemos también que el plano tangente T'Sp a un punto p de una 
superficie S en R? se puede definir como el conjunto de vectores velocidad, 
en el punto p, de todas las curvas de clase C! cuya traza está contenida 
en S y que pasan por p. Si S está definida en un entorno de p por una 
ecuación implícita F(x,y,z) = 0 entonces TS, = KerDF(p), es decir, el 
vector gradiente de F en p es perpendicular a T'S,. Por otro lado, si S 
está descrita en un entorno de p como imagen de un abierto D de R? por una 
aplicación inyectiva © de clase Ct cuya diferencial tiene rango 2, entonces 
TS, = DĚ(up, Up) (R?), donde (up, vp) = p. 

Conviene subrayar que TS, es un plano vectorial. Para obtener el plano 
afín que pasa por p y es tangente a S en p, hay que sumar el punto p a dicho 
plano vectorial. 

En este curso nos limitaremos a considerar casi en exclusiva un caso 
especial de superficie en R*, llamado superficie paramétrica simple, que es 
el de una superficie S que puede describirse, en su totalidad, como P(D), 
donde © : D C R? — R? es una aplicación inyectiva de clase C! cuya 
diferencial tiene rango 2 en todos los puntos, y D es un abierto de R? que 
puede describirse como la región interior a una curva cerrada simple regular 
a trozos (es decir, a la que se puede aplicar el Teorema de Green estudiado 
en el capítulo anterior). 


Definición 12.1 (Superficie paramétrica simple) Se dice que una su- 
perficie S de R“ es una superficie paramétrica simple si existen un abierto 
acotado D de R? cuya frontera es una curva cerrada simple regular a trozos, 
y una aplicación © : D — R? inyectiva y de clase C* tal que su diferencial 
Dě(u, v) tiene rango 2 para todo (u,v) € D, y además S = (D). 

De © diremos que es una parametrización de S. Evidentemente una 
misma superficie paramétrica simple S puede tener varias parametrizaciones 
diferentes. 

En el caso de que © pueda extenderse (con las mismas propiedades) a un 
abierto mayor A que contenga a la adherencia de D, llamaremos borde de S, 
y denotaremos por ðS, a la curva cerrada en R? definida por $(C), donde 
C = 0D. Esta curva se supondrá siempre, salvo que se diga explícitamente lo 
contrario, orientada en el mismo sentido que resulte de componer © con una 
parametrización de C recorrida en sentido positivo. Del compacto S = ©(D) 
diremos que es una superficie paramétrica simple compacta y con borde. 

Conviene señalar que, aunque empleemos la misma notación, el borde 
geométrico OS así definido de una tal superficie S no coincide con su frontera 
topológica (en efecto, ésta es toda S ya que S tiene interior vacío). 
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Ejemplo 12.2 Demostrar que el hemisferio norte de una esfera, es decir, 
a? + 2 + 22 = R?,z > 0, es una superficie paramétrica simple con borde 
r? +y +2 =R,z=0. 





Definición 12.3 (Producto vectorial fundamental) Sea 9: D —> S C 
R“ una parametrización de una superficie paramétrica simple S. Denotemos 


(u,v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)). 


Llamaremos producto vectorial fundamental al producto vectorial de las 
derivadas parciales 








92 o? 
du v’ 
es decir 
i j k 
08,08 |a dy a | 20a; 2E; Aey 
du“ du | © a u aa 
ðv dv dv 


donde i,j y k son los vectores (1,0, 0), (0,1,0) y (0,0, 1) de la base canónica 


de R, y 
Of, 9) _0f09 _ 090f 
O(u,v) dudv dudv” 


es decir el determinante jacobiano de la aplicación (u,v) > (f(u, v), glu, v)). 





Observación 12.4 Recordemos que el producto vectorial de vectores en R3 
tiene las siguientes propiedades (siendo a,b y c vectores de RÌ, y AER): 


1. a x b= —b x a; 

2. ax(b+c)=axb+axc; 

3. A(a x b) = (Aa) x b; 

4. la x bll? = llall’ llb]? — (a - dy”; 

5. a x b= 0 si y sólo si a y b son linealmente dependientes; 


6. sia y b son linealmente independientes entonces a x b es un vector per- 
pendicular al plano generado por a y b, de norma ||a||||b|| sen 9 (donde 
0 € (0,7) es el ángulo que forman a y b, es decir ||a x b|| es el área del 
paralelogramo determinado por a y b), y el sentido de a x b es el de 
avance o retroceso de un sacacorchos que gire de a hasta b. 
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Observación 12.5 Puesto que 4 = Dě(u,v)(1,0) y ze = DO(u, v)(0, 1) 
son vectores del plano tangente a S en p = (u,v) y son linealmente inde- 
pendientes (por tener DO9(u,v) rango 2), es inmediato, teniendo en cuenta 
la propiedad 6 de la Observación anterior, que el producto vectorial funda- 
mental 


(0) 


ðu ðv 
es un vector perpendicular a T'S,, donde p = P(u, v), es decir el producto 


vectorial fundamental define un campo vectorial perpendicular a la superficie 


S. 


Ejemplo 12.6 Supongamos que S es la gráfica de una función de clase C* 
definida en un abierto D de R?, es decir, S = f(z,y,z) ER? : (x,y) € D, z = 
F(x,y)), donde f : D — R es una función de clase C1. Una parametrización 
natural de S es la proporcionada por ©: D > R?, 


(u,v) = (u,v, f(u,v)). 


En este caso el producto vectorial fundamental viene dado por 


ð ə 0f ðf 
Ou X y (60) = iz (W v) jg” +k. 





Definición 12.7 Se define el vector normal a una superficie paramétrica 
simple S parametrizada por $: D — S en un punto p como 


Du dn 


para cada p = (u,v) € S, y el vector normal unitario a S como 


N(p) 


1 
no) = TRE 


Pasemos ahora a estudiar el concepto de área de una superficie paramétri- 
ca simple. Para justificar la definición, consideremos una parametrización 
$ : D — S de una superficie paramétrica simple S. Consideremos tam- 
bién, en el plano R?, que contiene a D, una cuadrícula muy fina paralela 
a los ejes de coordenadas. Las porciones de rectas de esta cuadrícula que 
están contenidas en D se transforman mediante la aplicación inyectiva © 
en curvas que no se cortan y que forman una cuadrícula curva dentro de 
S. Los rectángulos curvos de esta cuadrícula en S se aproximan bien, si la 
cuadrícula es suficientemente fina, por paralelogramos T en R* (en general 
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ya no contenidos en S), que son imagen mediante la diferencial de ©, en cier- 
tos puntos (uo, vo) € D de la cuadrícula, de rectángulos © de la cuadrícula 
original. Hágase un dibujo. El área de cada uno de los paralelogramos T' 
viene dada por 


db oğ 
1S o (uo, vo) oQ), 


y la suma de todas estas áreas, que aproxima lo que intuitivamente debería 
ser el área de S, es 


lo 7 (uo,ve)| ulg), 


gue a su vez aproxima la integral 
oğ x 
ji TN A a, 


tanto mejor cuanto más fina sea la cuadrícula. Es entonces natural definir 
el área de S como dicha integral. 


Definición 12.8 Sea S una superficie paramétrica simple parametrizada 
por $: D— S C R*. Definimos el área de S como la integral en D de la 
norma del producto vectorial fundamental asociado a ©, es decir 


s=/ ps zel OHA 


Ejemplo 12.9 En el caso de que S sea la gráfica de una función f : D — R, 
la fórmula del ejemplo 12.6 para el producto vectorial fundamental asociado 
a su parametrización natural nos proporciona la siguiente fórmula para el 


área: 
Op (df 
= 1 — dzd 
Ly + (22) So -= 
Ejercicio 12.10 Usar esta fórmula para hallar el área del hemisferio norte 
de la esfera z? + y? + 22 = R. 





Es legítimo preguntarse si, dadas dos parametrizaciones diferentes © : 
Da — Sy V: Dy — S de una misma superficie S se cumple que 


O) 
f ps xa oduw = f. Z x a Olldsdt, 
Ds 
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es decir si el área de una superficie está bien definida independientemente de 
su parametrización. La respuesta, como cabe esperar, es afirmativa, aunque 
aplazaremos la demostración de esta propiedad hasta después de las defini- 
ciones de integrales de campos escalares y vectoriales sobre superficies, ya 
que el hecho es que estas integrales tampoco dependen de la parametrización 
escogida (únicamente, en el caso de campos vectoriales, del sentido en que 
apunte la normal a la superficie). 


Definición 12.11 Sea S una superficie paramétrica simple, parametrizada 
por ©: D— S, y sea f : S — R un campo escalar continuo definido sobre 
S. Definimos la integral de f sobre S como 


db 08 
ras | Hatu DIE x Z (0) dudo 


Por otra parte, si F : S — R? es un campo vectorial continuo definido sobre 
S, definimos la integral de F sobre S por 


Jrn=/ Powa - N((u,v)) dudo, 
S D 


es decir, la integral del producto escalar de la normal a S con F', compuesto 
con ©. Obsérvese que, puesto que 


El 
du dv" 


la integral del campo vectorial F sobre S puede verse como la integral del 
campo escalar F -n sobre S, es decir, podemos denotar también 


J F-N= | P.nas. 
S S 


Las interpretaciones físicas de estas integrales son variadas. Por ejem- 
plo, un campo escalar f : S — R puede representar la densidad de masa 
por unidad de superficie de un material de grosor despreciable que está dis- 
tribuido sobre una superficie S, y entonces f g fds sería la masa total de 
dicho material. 

Por su parte, la integral de un campo vectorial sobre una superficie S 
suele interpretarse como el flujo de un fluido que pasa a través de S. Puede 
imaginarse que S es una membrana porosa y que el vector F(x,y,z) = 
plx,y,2)V(x,y,z), donde V(x,y,z) es el vector velocidad del fluido y el 
número p(x,y,z) es su densidad de masa, es un vector que nos dice cuánta 


N(8(u,v)) = n(ě(u,v))|| 
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masa de fluido circula por el punto (x,y,z) en la dirección en que se mueve 
el fluido en ese punto, por unidad de área y de tiempo. Entonces el producto 
escalar F'- n representa el componente del vector densidad de flujo en la 
dirección de n, y la masa de fluido que pasa a través de toda S vendrá de- 
terminada por fg F -ndS = f¿F-N. 


Retomemos ahora la cuestión de la invariancia de estas integrales respec- 
to de la parametrización escogida de S. Necesitaremos el siguiente lema. 


Lema 12.12 Sean Y : Dy > S y: Da — S dos parametrizaciones 
de una misma superficie paramétrica simple S, y sea p : Dy —> Də el 
difeomorfismo de clase C* definido por y = $7! o Y. Denotemos (u,v) = 
pls, t). Entonces 





OV J ov | (09 p OD) (u, v) 
ðs © 0t du ðv) 0(s,t)” 





donde an denota el jacobiano de v. 
Demostración: Por la regla de la cadena tenemos 


gov  0bdu TO 
ðs uðs v ðs’ 





y también 

ðY% du  ODdv 

ðt 7 dudt Öv Ot 
Multiplicando vectorialmente los miembros de la derecha de ambas igual- 
dades, utilizando las propiedades del producto vectorial consignadas en la 
Observación 12.4, y en particular usando que 


0 dd 08 dě 
du du T w” dv 


se obtiene la igualdad de enunciado. 

















Teorema 12.13 Sean Y : Dy —> S y%: Da — S dos parametrizaciones 
de una misma superficie paramétrica simple S, y sea f : S — R un campo 
escalar continuo. Entonces 


IG y dado = [SE Mt 1) dd 


Ot 
Es decir, la integral Ja fdS definida en 12.11 no depende de la parametrización 
escogida. En particular, si tomamos f = 1, obtenemos que el área de S no 
depende de la parametrización escogida. 
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Demostración: Denotemos (u,v) = p(s,t), donde y = 97! o Y como en el 
lema anterior. Se tiene que Y = Pop, y aplicando el teorema del cambio de 
variables junto con el lema anterior obtenemos 


jší še PRE a 














Ou č ðv 
J, EEE Feld l ZE) asat = 
A Fls, t) Me 7 m oje 


El resultado análogo para campos vectoriales depende del sentido en 
que apunte la normal unitaria a S correspondiente a la parametrización en 
cuestión, como vemos a continuación. 


Teorema 12.14 Sean Y : Dy > S y È : Da — S dos parametrizaciones 
de una misma superficie paramétrica simple S, denotemos 


00 dě əv əv 
Ns = N 
Pe 8 y DE 
y sean 
<L N 
ns = ©, Y Ny = y 
INe || Ng] 


Entonces, o bien ne(p) = ny(p) para todo p € S, o bien ne(p) = —nv(p) 
para todo p € S. En el primer caso diremos que las parametrizaciones © 
y Y inducen la misma orientación en S, y en el segundo caso diremos que 
inducen orientaciones opuestas. 

Si 9 y Y inducen la misma orientación entonces, para todo campo vec- 
torial continuo F : S — R se tendrá que 


| F-Na= | F-Nw, 
S S 


mientras que si © y V inducen orientaciones opuestas en S entonces será 


| Pono=- | F-Nu 
S S 


Demostración: Como ne(p) y ny(p) son vectores perpendiculares a TS, 
para cada p € S, definen una misma recta; como además ambos tienen 
norma uno, se tiene que ne(p) - ne(p) = 1 o bien na(p) - ne(p) = —1 para 
cada p € S. Pero, como las funciones ng, ny : S — R° son continuas y S es 
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conexa, debe tenerse ne : ne = 1 en toda S o bien ng © ne = —1 en toda 
S. En el primer caso se tiene que ne(p) = ny(p) para todo p € S, y en el 
segundo caso que ne(p) = —ny (p) para todo p € S. 

Por otra parte, si recordamos que 


J P-N= | F-nas, 
S S 


el enunciado sobre las integrales es consecuencia inmediata de esta propiedad 
y del Teorema 12.13. 














Una vez definidos los conceptos de área y de integral sobre una superficie 
paramétrica simple podemos extenderlos a muchas otras superficies gue, sin 
ser paramétricas simples, pueden descomponerse como unión finita de super- 
ficies paramétricas simples gue son disjuntas entre sí salvo guizás en curvas 
de clase C* a trozos (que tienen área nula por definición). Por ejemplo, una 
esfera no es una superficie paramétrica simple, pero puede descomponerse 
como su hemisferio norte más el hemisferio sur, que sí que son superficies 
paramétricas simples y disjuntas salvo en el ecuador, que es una curva de 
clase C1. El área de la esfera puede definirse entonces como el área del 
hemisferio norte más la del hemisferio sur. Lo mismo puede hacerse con el 
cilindro z? + y? = 1,0 < z < 1. Por su parte un toro puede verse como 
unión de dos cilindros curvos pegados por las circunferencias de sus bordes, 
y por tanto puede expresarse como unión de cuatro superficies paramétricas 
simples disjuntas dos a dos salvo en curvas de clase C1. 

De hecho, puede demostrarse (aunque no lo haremos aquí) que toda 
superficie compacta S en R puede descomponerse en una cantidad fini- 
ta S1,..., SN de superficies paramétricas simples que sólo se cortan una a 
otra a lo sumo en curvas de clase CT a trozos. Entonces podemos definir el 
área de S como la suma de las áreas de las S;, i = 1,..., N. Por supuesto 
habría que probar que si S/,..., Shy es otra descomposición de S en superfi- 
cies paramétricas simples que sólo se cortan en curvas Ct a trozos, entonces 
la suma de las áreas de S1,..., Spy es igual a la suma de las áreas de 51, ..., Sy, 
lo cual no es difícil y se deja como ejercicio para el lector. 

De manera análoga pueden extenderse los conceptos de integral de fun- 
ciones escalares y de campos vectoriales a toda superficie compacta en R?. 

Estas observaciones muestran que el habernos limitado a estudiar el área 
de las superficies paramétricas simple y las integrales sobre éstas no supone 
en la práctica apenas ninguna restricción. 
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Problemas 


12.15 Calcular el área de las superficies siguientes: 
(a) La parte de la esfera unitaria dentro del cono 1? + y? = 2?, z > 0. 
(b) La parte de la esfera 1?+y?+ 2? = R? interior al cilindro 1?4+ y? = Ry. 
(c) La parte del cono 2? = 3(1? + y?) limitada por el paraboloide z = 
Bue a 
“+ y. 


12.16 Sean 0 < b < a. Calcular el área del toro obtenido al girar la circun- 
ferencia del plano xz con centro en (a, 0,0) y radio b en el plano xz alrededor 
del eje z. Las ecuaciones paramétricas del toro son: 


x = (a + bcos v) cos u 
y = (a + bcos v)sin u 


z = bsinv, 


con 0< u < 2r y0< v < 27. Hallar también la mormal exterior unitaria a 
la superficie del toro. En el dibujo, a = 5, y b= 1. 


12.17 En los siguientes casos, calcular la integral de f sobre la superficie 


S: 
(a) fe,y, 2) = £? +y; S = {(£,y, z) : £? +y? +22 = R? 
(b) f(z, y, z) = zyz; S es el triángulo de vértices (1,0,0), (0,2,0, (0,1,1). 
(c) f(£,y,z) = z; S = {(£,y, z2): z =£? +y? <1}. 


12.18 Determinar la masa de una lámina circular de radio R, si su densidad 
en cada punto es proporcional a la distancia del punto al centro, y vale 1 en 
el borde. 


12.19 En los siguientes casos, calcular la integral del campo +" sobre la 
superficie S. 


(a) F(z,y,z) A A) : 2? +y =1;0 SAY 
orientada con la normal exterior. 
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(b) F(x,y,z) = (yz, vz, xy); S es la superficie del tetraedro limitado por 
los planos x = 0, y = 0, z = 0, z + y + z = 1, orientada con la normal 
exterior. 


(c) F(x,y, z) = (2?,y?, 2); S O : 2 = z? O < z <2}, 
orientada con la normal exterior. 


(d) Fle,y,2) = (2,9,2); S = [(2,y,2) :22+y?+2? = 1,2 > 0}, orientada 
con la normal exterior. 


12.20 Demostrar que el área de la superficie de revolución en R? obtenida 
al girar la gráfica de z = f(x), a < x < b (en el plano zz) alrededor del eje 


z es 
b 
2r | uy 1+ f'(u)?du. 
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Capítulo 13 


Los teoremas de Stokes y 
Gauss 


En este último capítulo estudiaremos el teorema de Stokes, que es una 
generalización del teorema de Green en cuanto que relaciona la integral de 
un campo vectorial sobre una curva cerrada que es borde de una superficie 
paramétrica simple con la integral de su rotacional en dicha superficie; y 
también el teorema de Gauss de la divergencia, que puede verse como una 
versión tridimensional del teorema de Green, al relacionar la integral de un 
campo vectorial en una superficie cerrada que es borde de un sólido tridi- 
mensional con la integral de su divergencia en el interior de dicho sólido. En 
realidad estos tres teoremas pueden verse como generalizaciones del segun- 
do teorema fundamental del cálculo a funciones de varias variables, y a su 
vez son casos particulares de una versión general del teorema de Stokes para 
variedades diferenciables de dimensión arbitraria que se estudia en cursos su- 
periores (para enunciar y demostrar este teorema más general se requiere el 
desarrollo de una teoría de formas diferenciales y el uso de particiones difer- 
enciables de la unidad, lo que no haremos en este curso por falta de tiempo; 
el lector interesado puede consultar el libro de Michael Spivak Cálculo en 
variedades, editorial Reverté, 1988). 

Para enunciar el teorema de Stokes para superficies en R? necesitamos 
definir lo que es el rotacional de un campo vectorial. Si F : A — R? es un 
campo vectorial de clase C! definido en un abierto A de RÌ, se define el 
rotacional del campo F = (P,Q, R), y se denota por rotF', como 


i j k 
OR ðQ\. (OP. ORY. (0Q OP 
uni 
PO- R Oy  0z Oz Oz Ox Oy 
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Teorema 13.1 (de Stokes) Sea S una superficie paramétrica simple con 
borde ðS, parametrizada por © : D — S, donde D es la región interior a 
una curva cerrada simple C regular a trozos en R? orientada positivamente, 
y ƏS = P(C) se supone orientada en el sentido que resulte de componer C 
con ©. Sea F un campo vectorial de clase C* definido en un entorno abierto 
de S en RÌ, y con valores en RÌ. Entonces se tiene que 


f vir = F. 
S OS 


Otra forma de escribir la igualdad de estas integrales es la siguiente: 


OR. aQ oP ƏR 00 oP 
(3-5) wad+ (Z -Eara (32-35) dny 


= f Pdx + Qdy + Rdz, (x) 
ðs 


donde dy A dz, dz A dx, dx A dy denotan, respectivamente, 


20922) OR), CO 
O(u,v)' lu, v)’ a(u, v) 


o0R 00 
— — — | dyAd 
le (a; 3) P 
equivale a escribir 


JZ- 32) etuv) yo) ztu 0) REE duv 








Así, por ejemplo, 





Es interesante observar que cuando S es una región del plano xy encerrada 
por una curva cerrada simple regular a trozos y n = k el teorema de Stokes 
se reduce a la fórmula de Green 


E-F) dzdy= f Pdz + Qdy. 
s\ ôr dy Əs 


Aún más instructivo resulta constatar que la demostración del teorema de 
Stokes consiste esencialmente (aparte de cálculos) en aplicar tres veces el la 
fórmula de Green, como vemos a continuación. 


Demostración del teorema de Stokes: Bastará probar las tres igual- 
dades siguientes: 


f Pir= | (Goten dy + Zande), 
Əs s\ y Oz 
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Qdy = f (-52w Ndz+ je A dy) : 
ðs S Oz Ox 


f Riz= f (Goten do + Zay nde), 
Əs s\ dz dy 


ya que sumándolas obtenemos (+). Puesto que la demostración de las tres 
fórmulas es totalmente análoga, nos contentaremos con probar la primera 
de ellas. Hay que demostrar pues que 


oP ð(x,y) ƏP a(z, x) E E 
E o o aa 0- | pa a) 





Denotemos f(u, v) = Pl(zx(u, v), y(u, v), z(u, v)). Ahora utilizaremos la fórmu- 
OPORU) OPA: ə Ox o ox 
( dy O(u, v) de d(u,v)/ ðu Pa ðv Tou ? (2) 


que no es difícil comprobar (véase el ejercicio 13.3). Utilizando esta igualdad 
y el teorema de Green en el primer miembro de (1) obtenemos 


NE E uo = 


3 dz 9 Jx Ox Ox 
A (jua T 


Sea y = (u(t), v(t)), t € [a,b], una parametrización de C C R? recorrida en 
sentido positivo, entonces Po y(t) = (x(u(t), v(t)), ylult), v(t)), z(ult), v(t)), 
t € [a,b], es una parametrización admisible de ðS, y 


f Pdz = 
d 


as 
b 
P(a(ult), v(t)), ylu(t), v(t)), (ult), v(t)) 5, (z(ult), v(t))) dt = 


a 


b Tau T£ AU 
IN 000) (SEE + 37) 4 


Ox Ox 
RED + Fo, do, 














es decir A P 
Pdz = 1 fZ du+ fZ, 

as C du ðv 
lo que combinado con (3) nos da (1). 
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El teorema de Stokes puede aplicarse a muchas más superficies que las 
paramétricas simples que figuran en su enunciado. Por ejemplo, se puede 
aplicar a un cilindro K del tipo z? + y? = 0, a < z < b. En efecto, al cortar 
el cilindro K por el plano z = 0 obtenemos una descomposición de K en dos 
superficies paramétricas simples K1 y K2 que podemos orientar de modo que 
sus bordes, en los segmentos por donde se pegan (que llamaremos costuras) 
tengan orientaciones opuestas. Esto equivale a decir que la normal exterior 
unitaria en K1 y K apunta siempre hacia afuera del cilindro K. Hágase un 
dibujo. Sea F un campo vectorial de clase C* en K. Al aplicar el teorema de 
Stokes a F en K1 y en Kə y sumar las igualdades así obtenidas, como 0K; y 
Kə tienen orientaciones opuestas en las costuras, vemos que las integrales 
de F sobre las costuras se cancelan unas con otras (porque cada costura se 
recorre exactamente dos veces, una vez en el sentido contrario de la otra) y 
por tanto dicha suma es igual a la suma de las integrales de F sobre C1 y 
Ca, que es el borde de K. Es decir, vemos que 


| rot as = rotP.dS+ f rotP -d8 = = | P+ f F=f F 
K Kı Ko Ci Ca oK 


y el teorema de Stokes vale para K. 

Consideremos ahora el caso de una esfera S en RÌ, que tampoco es una 
superficie paramétrica simple, pero que puede descomponerse en dos que sí lo 
son: el hemisferio norte ST y el hemisferio sur ST, pegadas por el ecuador 
C. Cada hemisferio puede orientarse de modo que la curva C del ecuador 
se recorre en sentido inverso según se la considere com perteneciente a uno 
u otro hemisferio. Esto lo podemos resumir con la notación COS* = C = 
—05S”. Aplicando el teorema de Stokes tenemos entonces 


| sor. as= f rot Pas f rotP.dS = | F-ds- | F-ds=0, 
S ST z C C 


es decir, el teorema de Stokes se cumple para la esfera S entendiéndose gue, 
como no tiene borde, la integral de F' sobre dicho borde inexistente se define 
como cero. 

Lo mismo vale para un toro (ver el ejercicio 13.6), y de hecho puede 
probarse que para cualquier superficie compacta y sin borde M de R se 


tiene que 
f rotF - dS = 0. 
M 


En realidad la única propiedad que debe cumplir una superficie S de R$ 
(quizás con borde) para poderle aplicar el teorema de Stokes es que S pueda 


143 


descomponerse en una cantidad finita de superficies paramétricas simples 
con borde orientadas y pegadas unas con otras de tal manera que cada 
trozo de borde que pertenezca a la vez a dos de estas superficies se recorra 
en sentido inverso según pertenezca a una o a otra de estas superficies. 
Es claro que, para una superficie S fabricada de esta manera, el tipo de 
argumento usado para el cilindro, la esfera o el toro, permite establecer la 
validez del teorema de Stokes. 

Esta propiedad equivale a pedir que se pueda definir sobre S un campo 
vectorial continuo de vectores normales a S que no se anula en ningún punto 
(o lo que es lo mismo, que exista una aplicación continua n : S — R? tal 
que ||n(p)|| = 1 y n(p) L TS, para todo p € S). A las superficies con esta 
propiedad se les llama orientables. 

Sin embargo existen superficies que no son orientables y a las que no se 
les puede aplicar el teorema de Stokes. El ejemplo típico en R? es la banda 
de Moebius, superficie que se puede fabricar tomando una banda plana y 
pegando un extremo con otro después de dar media vuelta a uno de ellos. 
La superficie así construida, aunque localmente pueda parecer lo contrario, 
tiene una sola cara y un sólo borde, que forma una curva cerrada simple. 
Si fabricamos con papel y pegamento un modelo B de la banda de Moebius 
vemos que, dado cualquier punto de la banda, se puede dibujar un camino 
continuo dentro de la banda que empieza en ese punto por una cara determi- 
nada y acaba en el mismo punto pero por la otra cara, y sin tocar en ningún 
momento el borde de la banda. Si ahora intentamos transportar continua- 
mente a lo largo de este camino un vector de norma uno n perpendicular a 
la superficie, vemos que al volver al punto inicial el vector apunta en sentido 
opuesto. Esto hace ver que es imposible definir un campo de vectores de 
norma uno y perpendiculares a B que sea continuo en todos los puntos, es 
decir, B no es orientable. 

Por otra parte, no es difícil ver que el teorema de Stokes falla en B. 
En efecto, podemos dividir B en dos superficies paramétricas simples Bı y 
B obtenidos al cortar B transversalmente por dos sitios diferentes. Pero 
resulta imposible orientar Bı y B2 de modo que, en los segmentos donde se 
pegan, las orientaciones del borde de Bı y del borde de B2 sean opuestas. 
Esto supone que si aplicamos el teorema de Stokes a Bı y B2 y sumamos 
las igualdades obtenidas vamos a deducir que 


4 
| Pas = rotP as f tP as= 5> f F-ds+2 | P-ds, 
B Bı Ba 5170; L 


donde L es uno de esos dos segmentos donde se pegan Bı y Ba, y C1,..., C4 
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son los cuatro trozos de OB generados al cortar B en Bı más Boa; esto sucede 
porque las orientaciones de Bı y B2 son opuestas en uno de los segmentos 
donde estas piezas se pegan (a lo largo de este segmento las integrales de 
línea se cancelan una con otra), y la misma en el otro (al que llamamos L, 
y sobre el cual las integrales se suman en vez de cancelarse). Es fácil ver 
que existen campos vectoriales F de clase C! tales que F = 0 en OB pero 
f z F: ds #0. Para estos campos se tiene, por lo anterior, que 


| ror.as=2 | Pas, 
B L 

I F.ds=0. 

OB 


Por tanto, si el teorema de Stokes fuera cierto en B para uno de estos campos 
F llegaríamos a que f LF: ds = 0, una contradicción. 


y también 


A propósito de la banda de Moebius, es interesante señalar que si por su 
borde, que es homeomorfo a una circunferencia, pegamos un círculo entonces, 
obtenemos una superficie que es homeomorfa al plano proyectivo (y que a su 
vez es el prototipo de superficie compacta sin borde y no orientable). Esta 
operación no puede realizarse en R? sin incurrir en intersecciones de la nueva 
superficie consigo misma; se necesitan cuatro dimensiones por lo menos para 
poder llevarla a cabo. Dicho de otro modo, el plano proyectivo cabe en R“, 
pero no en R°. Sin embargo podemos dar una demostración visual de que 
el plano proyectivo menos un círculo es igual a una banda de Moebius. En 
efecto, el plano proyectivo se define como la clase de equivalencia de todas 
las rectas vectoriales de R*, o lo que es lo mismo, como el conjunto cociente 
de una esfera por la relación de equivalencia que consiste en identificar cada 
punto de la esfera con su antipodal (más llanamente, el plano proyectivo 
es un mundo en el que un señor es el mismo señor que se encuentra en 
sus antípodas). Si a esta esfera con los puntos antipodales identificados le 
quitamos un casquete polar del hemisferio norte, y por tanto también el 
mismo casquete polar del hemisferio sur, que son identificables a un círculo 
en el plano proyectivo, obtenemos una banda cerrada B en la que los puntos 
antipodales siguen estando identificados. Puesto que cada punto de B entre 
el meridiano de Greenwich y el de longitud 180 está identificado con su 
antipodal situado en un meridiano mayor o igual que 180 y menor o igual 
que 360, podemos prescindir de todos los puntos de longitud mayor que 180, 
quedándonos con un sólo representante de cada clase de equivalencia para 
los puntos de longitud en el intervalo (0,180), teniendo en cuenta que los 
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puntos de B que están en el meridiano 0 se siguen identificando con sus 
antipodales del meridiano 180. Es decir, B es una banda en la que sus lados 
extremos se han pegado dando media vuelta previa a uno de ellos, o sea la 
banda de Moebius. 


Pasamos ahora a estudiar el último teorema del curso, el de Gauss de 
la divergencia. Llamaremos sólido simple a todo conjunto compacto V de 
R“ homeomorfo a una bola y cuya frontera OV es una superficie orientable 
(que puede descomponerse en una cantidad finita de superficies paramétricas 
simples con bordes, orientadas de tal manera que en los trozos de curva 
donde dos de estas superficies se peguen, las orientaciones sean opuestas). 
Supondremos que dicha frontera está orientada con la normal unitaria n 
apuntando hacia el exterior de V. Recordemos que la divergencia de un 
campo vectorial F = (P,Q, R) en R? se define por 


ƏP ƏQ 0R 
Ox y 02" 


Teorema 13.2 (de Gauss de la divergencia) Sea V un sólido simple de 
R? y S = V su borde, orientado con la normal unitaria exterior n. Sea 
F:V— R? un campo vectorial de clase C*. Entonces 


fJ avr = | Fonds 
V S 


Demostración: Haremos la demostración suponiendo que V es un sólido 
proyectable xy, proyectable yz, y proyectable xz. Que V sea proyectable xy 
significa que que V puede escribirse las manera siguiente: 


V = {(x,y, 2) € R? : (x,y) € D, (x,y) < z < W(x, y)}, 


donde D es una región del plano xy limitada por una curva cerrada simple 
regular a trozos, y p,4 : D — R son funciones de clase CŤ en D; es decir, V 
puede verse como lo que queda entre las gráficas de dos funciones de clase C1 
definidas en la proyección de V sobre el plano xy. Análogamente se define 
el ser proyectable rz o proyectable yz. 

Sea F = (P, Q, R). Como V es proyectable xy podemos escribir 


V =([(2,y,2) E RË : (x,y) € D, g(x,y) < z < ve, ny), 


donde D,g,wW cumplen las condiciones explicitadas anteriormente, y te- 
nemos, aplicando el teorema de Fubini, que 


divF = 





f E andyda= 1 Renaa Rende. A 
y 02 D 
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Calculemos por otra parte la integral 


f (0.0,) -nas 
S 
Podemos descomponer S en tres piezas, S = Sı U S2 U S3, donde Sı = 
lu, y, p(x,y)) : (xy) € Dj, S2 = {(x,y, Yz, y)) : (x,y) € Dj, y S3 = 
{(x,y, z) : (x,y) € 0D, p(x,y) < z < y(x,y)). En S3 el vector normal 
exterior unitario n es perpendicular al eje z y por tanto también al campo 
(0,0, R), de modo que 

/ (0,0: R) «Has =0 

S3 


Por otro lado la normal n apunta hacia arriba en S2 y hacia abajo en Si, 
de modo que, al calcular las integrales f. S; (0,0, R) -ndS obtenemos 


5 dp 0 z 
0.0.1 -ndS = f (0,0, Ræv e) 3 ra 7 


Í R(z,y,v(z, y))dxdy, 


mientras que 


m dp öp m 
f (0,0, R): ndS = f (0,0, Ræ, y, ole, y))) ($E, 56, -Ddody = 
-f xR (x,y, p(x, y))dzdy. 
Por tanto 


0.0.5). -nds = 
f (0,0, R) - )-ndS+ f (0,0,R)-ndS+ | (0,0,R) -nas = 
Sı S3 
fr (x,y, v(z, y))dedy — f Ræv ele. y)dzdy+0= 
D 


A (Ríe, y, V(e, y) - Ría, y, p(x,y))) dedy, 


lo que combinado con (4) nos da 


Í da = f 0.0.2) -ndS. (5) 
y 0z S 
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Análogamente, usando que V es proyectable rz y proyectable yz, se com- 
prueba que 


f ad = f 00) - nds, (6) 
v dy s 
y que 
OP 
f y dedydz = f (2.00) -ndS. (7) 
y OL S 


Finalmente, sumando (5), (6) y (7) obtenemos que 


OP ðQ ƏR M 
VE + dy + 7 ) dedyda = f (P.Q, R) -nas 





es decir el enunciado del teorema para sólidos proyectables en cualquiera de 
las tres direcciones de los ejes. La clase de dichos sólidos incluye las bolas y 
en general todos los sólidos convexos de R. 

Una vez demostrado el teorema de Gauss para sólidos convexos, podría 
extenderse a sólidos V que sean C?-difeomorfos a la bola unidad, usando el 
teorema del cambio de variable de manera análoga a la del problema 11.12, 
aunque los cálculos son en este caso mucho más complicados. 

También podría extenderse a los sólidos más generales del enunciado 
siguiendo un procedimiento análogo a la parte final de la demostración del 
teorema de Green: se aproximaría la superficie S por una superficie S" for- 
mada por caras de triángulos orientados (y pegados unos con otros de modo 
que los lados que sean comunes a dos triángulos tengan orientaciones opues- 
tas según se vean como pertenecientes a uno u otro triángulo), y esta nueva 
superficie S" sería la frontera de un sólido V’ que podría descomponerse en 
unión de poliedros convexos orientados de modo que dos caras contiguas 
tengan normales unitarias que apuntan en sentido opuesto. El teorema de 
la divergencia es válido para V’ y S’, es decir 


J divi" = F- d5, 
1 S! 


y como 





dvPz | divF +€ 
V' V 


| Fasa | Pass: 
S 


haciendo tender e a cero se obtendría en resultado general. 
Resultaría muy engorroso, sin embargo, detallar con cuidado este esque- 
ma de demostración. Llegados a este punto, y una vez que el lector haya 
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desarrollado su intuición sobre los teoremas de Green, Stokes y Gauss, y 
se haya ejercitado con ellos, lo más recomendable sería pasar a estudiar las 
herramientas (a saber, formas diferenciales y particiones de la unidad) que 
permiten enunciar y demostrar la versión general de estos teoremas para 
variedades diferenciables en R”. Remitimos al lector interesado al libro de 
Spivak citado al comienzo de este capítulo. 














Igual que ocurría con el teorema de Stokes, el teorema de Gauss es válido 
para muchos más sólidos que los del enunciado. Por ejemplo, es fácil ver que 
el teorema de la divergencia es válido para cualquier sólido homeomorfo a 
una bola agujereada del tipo V = f(z,y,z2)€R*:1< z%+y? +2? < 2) cuya 
frontera se componga de dos superficies orientadas con la normal exterior 
(sin embargo, en la frontera £z? + y? + 2? = 1 del agujero, exterior en este 
caso significa que n apunta para adentro del agujero). 

También es fácil ver que el teorema de Gauss es válido para cualquier 
toro en R3, o incluso una suma conexa de una cantidad finita de toros en 
R3. Lo importante en todos estos casos es que el sólido V considerado pueda 
descomponerse en una cantidad finita de sólidos simples orientados de tal 
modo que en las superficies donde dos de estos sólidos se pegan, las normales 
apunten en sentido contrario. 

De hecho puede demostrarse, aunque no lo haremos aquí, que toda su- 
perficie S compacta sin borde en R? es orientable, y el teorema de Gauss es 
válido para el sólido V limitado por S. 


Problemas 


13.3 En este ejercicio se comprobará la fórmula (2) usada en la demostración 
del teorema de Stokes. Lo más sencillo es comprobarla en dos pasos: 


1. Usar la fórmula de derivación de un producto para ver que 


o g o o 00%. OOS 
ðu © dv dv V du/  dudv vôu’ 





2. Pongamos ahora f(u,v) = P(zx(u, v), y(u, v), =(u, v)). Calcular 0f/0u 
y 0f/0v mediante la regla de la cadena, y después aplicar el apartado 
anterior para deducir que 

o J o „08 _ OPO(z,y) a OP 0(z, x) 

du © dv dv V du/  0y0(u,v) Oz (u,v) 
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13.4 Repetir el problema 12.19, usando los teoremas de Stokes o Gauss en 
los casos en que resulte más conveniente. 


13.5 Consideramos las superficies Sı =4(2,y,2):12+y?=1,0<2<1), 
S2 = {(£,y, z) : £? +y? + (z — 1)? = 1,z > 1} y S = S1 U S2. Sea el campo 
F(x,y, z) = (zz + zy+ x,2*xy + y, 2227). Calcular 


l rotF. 
S 


13.6 Demostrar que si S es una superficie sin borde (por ejemplo, una 
esfera, o un toro en R?) entonces 


| roF-as=0 
S 


para todo campo vectorial F de clase C1 en S. 


13.7 Utilizar el teorema de la divergencia para calcular fg F, donde F(x, y, z) = 
(xy?, 2?y, y), y S consta de: 


la?+y=1-1<7<1)U tr? +y? < 1,2 = 1}U{r? +4? < 1,z = 1}. 


13.8 Consideramos f(x,y,z) = 12+2xy+22—3x+1, F(x,y, 2) = (e 4+ 
z, zsin y, 12—22+y?), y sea V = { (x,y,z): 0 < z < 3— r? —y?, r? +y? +2: > 
4z — 3). Calcular 


Vf +rotF. 
oV 


13.9 Sean V = {(x,y,z):0 < z < 1—z?—y?, x > 0,y > 0}, S = {(z,y, 2) : 
z=1- z? -— y? x > 0,y > 0,2 > 0), y sea C el borde de S. 


(a) Calcular el área de S. 
(b) Calcular el volumen de V. 
(c) Calcular fẹ F, donde F(x,y,z) = (1 — 22,0, 2y). 


13.10 Sea B(t) una bola euclídea de radio t > 0 con centro en un punto 
a € RÌ, y sea S(t) la esfera correspondiente. Sea F : B(1) — R? un campo 
vectorial de clase C1, y sea n = n; la normal unitaria exterior a S(t). Probar 
que 


t—0+ vol 


i = lím B ES -n 
divF(a) = 1 (B) E ds. 
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13.11 En los siguientes ejercicios, Of/On denota la derivada direccional 
de un campo escalar f en la dirección de la normal unitaria exterior n a 
una superficie orientable S que limita un sólido V al que se puede aplicar el 
teorema de la divergencia. Es decir, 


of 

ðn 
En cada uno de los ejercicios demostrar la igualdad indicada, suponiendo la 
continuidad de todas las derivadas que intervienen: 


=Vf-n 


or ——dS = e V? fdedydz. 
sôn 


of 
o =0 


siempre que f sea armónica en V (se dice que f es armónica si Af := 
Vf := divV f = 0). 


3. 

| ras = fVěgdadyds + | Vf Vgdxdydz. 
s` On V V 
1 99 3 gal dS = f (fv?g — gV?f) dzdydz.dzdydz 
S ón Jon V 
e FE Y gs = Lo, os ds 
si f y g son ambas armónicas en V. 
6. 


Ji Zas= [ |V f|’ drdydz 
s` On V 


si f es armónica en V. 


13.12 Sea V un sólido convexo de R cuya frontera es una superficie cer- 
rada S y sea n la normal unitaria exterior a S. Sean F y G dos campos 
vectoriales de clase C* tales que 


rotF =rotG, y divF =divG 
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en V, y que cumplen 
F.on=G-n 


en S. Demostrar que F = G en V. 
Indicación: Sea H = F — G; encontrar una función de potencial f para H y 
usar una de las igualdades del ejercicio anterior para ver gue 


f IV FI2dedydz = 0. 
V 


